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Resumo

Neste trabalho de concluséo de curso, iremos abordar o estudo de espagos vetoriais em dimensdo finita na
algebra linear. Temos como objetivo demonstrar o “Teorema Espectral”, um dos teoremas mais importantes
dentro da &lgebra linear, e mostrar através de um contraexemplo, que ele ndo é valido em um espago vetorial
de dimensdo infinita. Para isso trataremos um pouco da historia que deu origem a Algebra Linear como
conhecemos hoje e sua estruturacdo axiomatica. Além disso, abordaremos os conceitos basicos dentro da
Algebra Linear, que serdo utilizados ao longo do trabalho e no “Teorema Espectral”, para facilitar a
compreensdo do leitor.

Palavras-chave: Algebra Linear. Espacos Vetoriais. Teorema Espectral.

Abstract

In this course conclusion work, we will approach the study of finite-dimensional vector spaces in linear algebra.
We aim to demonstrate the "Spectral Theorem", one of the most important theorems within linear algebra, and
shown through a counterexample, that it is not valid in an infinite dimensional vector space. For that we will
treat a little of the history that gave rise to Linear Algebra as we know it today and its axiomatic structure, and
we will address the basic concepts within Linear Algebra that will be used throughout the work and in the
"Spectral Theorem", to facilitate the reader concepts and notations used here.
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1. Introducéo

Segundo Christensen [3], a algebra linear se originou através de problemas
envolvendo a resolucdo de sistemas lineares, a qual ja se sabia a resolucdo de sistemas
lineares dois por dois a cerca de 4.000 anos atras na babil6nia e trés por trés por volta do
século 11 d.C. no livro “Nove Capitulos da Arte Matematica”. Porém o poder e 0 progresso
da algebra linear comecou a tomar forma a partir do seculo XV através das determinantes,
ideia proposta por Leibnitz, que deu origem aos métodos “caracterizar os maximos e
minimos fungdes multivariadas” e a “resolugdo sistemas de equagdes lineares com base em
determinantes” desenvolvidas por Lagrange e Cramer respectivamente.

No século XIX com o surgimento da “eliminagdo gaussiana” de Gauss, a qual
estabeleceu um processo para a resolucdo de sistemas lineares, porém seu trabalho ainda ndo
havia ligacdo com as matrizes. Em 1848 J.J. Sylvester introduziu o termo matriz, ele as via
como geradoras de determinantes, porém a algebra das matrizes s6 veio no trabalho de
Arthur Cayley em 1855. A algebra linear comegou ser fortemente ligada as questdes de fisica
por causa da relacdo entre as matrizes e os vetores, ligacdo essa que desacelerou devido a
segunda guerra mundial, onde os conceitos de algebra linear foram aplicados a computacao
para resolver sistemas lineares com mais rapidez e precisdo. Hoje a algebra linear é difundida
em varias areas, como por exemplo: fisica, computacdo, equacgdes diferenciais, entre outras,
pois ela fornece uma base importante para muitos principios e praticas.

A Algebra Linear em sua base lida com espacos vetoriais e suas transformacdes
lineares, ao qual quase todo o restante da teoria se sucede a partir destes conceitos muito
bem definidos. Este trabalho abordard um pouco destes conceitos para relembrar o leitor,
mas terd como foco o desenvolvimento dos conceitos das transformacdes adjuntas e auto-
adjuntas em espacos vetoriais de dimensao finita.

Além de trabalhar com conceitos basicos, este trabalho tem por objetivo apresentar
e demonstrar o “Teorema Espectral”, um dos grandes resultados da teoria. Como veremos,
este teorema € enunciado apenas para espacos vetoriais de dimensdo finita, e assim, a
pergunta natural a ser feita € se o teorema também ¢é valido em dimensdo infinita. Esta
pergunta serd respondida na Ultima secdo deste trabalho, através de um exemplo.

O interesse do trabalho veio com a vontade de compreender as limitaces de certos
resultados da matematica pura a partir de exemplos menos abstratos, a fim de facilitar a
compreensdo do resultado em si. A algebra linear foi escolhida pelo interesse em aprofundar

0s conhecimentos envolvendo as estruturas e resultados que envolvem vetores.
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2. Espagos vetoriais

Nesta primeira secdo, introduziremos o0s conceitos iniciais inerentes a algebra linear,
indispensaveis para o entendimento do nosso trabalho. Definiremos primeiramente o espago
vetorial, objeto principal do estudo da algebra linear e seus axiomas e operaces.

Um espaco vetorial E é um conjunto, cujos elementos sdao chamados vetores, no qual
estéo definidas duas operacoes:

o A adigdo, que a cada par de vetores u, v € E faz corresponder um novo vetor
u+v € E,chamadoasomadeuev.

. E a multiplicacdo por um nimero real, que a cada nimero a € R e cada vetor
v € E faz corresponder um vetor a - v, ou av, chamado de produto por escalar de a por v.

Neste trabalho, iremos lidar apenas com espacos vetoriais no corpo dos reais R.

Essas operacdes devem satisfazer, para quaisquer a,f8 €R e u,v,w € E, as
condigOes abaixo, chamados os axiomas de espago vetorial:

o Comutatividade: u + v = v + u;

o Associatividade: (u+v)+w=u+ (v+w)e (af)v = a(fv);

o Vetor nulo: Existe um vetor 0 € E, chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal
quev+0=0+v=vparatodo v € E;

o Inverso aditivo: Para cada vetor v € E existe um vetor —v € E, chamado
o inverso aditivo, ou simétrico de v, tal que v+ v =v + (—v) = 0;

o Distributividade: (e + f)v =av + frvea(u+v) = au + av;

. Multiplicagdo por 1: 1-v =v

Exemplo 2.1: Para todo nimero natural n, o simbolo R™ representa o espaco vetorial
euclidiano n-dimensional. Os elementos de R™ sdo as listas ordenadas u = (ay, ..., @),
v = (B4,...,By) de numeros reais. Por definicdo, a igualdade vetorial u = v significa as n
igualdades numéricas a; = B4,..., &, = B,. Os ndmeros a,...,a, Sao chamados as
coordenadas do vetor u. As operacOes do espago vetorial R™ s&o definidas pondo
u+v=_(a,+ P, + Bn), au = (aay, ..., aay). O vetor zero ¢, por defini¢do, aquele
cujas coordenadas sdo todas iguais a zero: 0= (0,..,0). O inverso aditivo de
u=(ay,..,a,) é—u=(—ay,..,—ay,). Verifica-se, sem dificuldade, que estas defini¢cdes
fazem de R™ um espaco vetorial. Paran = 1, tem-se R = R é a reta numérica. R? é o plano

euclidiano e R3 ¢ o espaco euclidiano tridimensional da nossa experiéncia cotidiana.
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Exemplo 2.2: Seja R* o conjunto formado por todas as sequéncias infinitas
(aq,a3,a3,...,a,,...),cO0ma; € Rei € N, e apenas uma quantidade finita de a; ndo nulos.
Esse conjunto, com as operacdes de soma coordenada a coordenada e multiplicacdo por
produto escalar € um espaco vetorial.

Observacéo: Os espacos vetoriais R"™ e R™ serdo abordados em diversas situacdes ao longo

deste trabalho.

3. Subespaco vetorial

Nesta se¢do, estudaremos subconjuntos de um espaco vetorial que ainda contenham
suas propriedades, ou seja, um subconjunto que também é espaco vetorial.

Seja E um espaco vetorial. Um subespaco vetorial (ou simplesmente um subespago)

de E é um subconjunto F c E com as seguintes propriedades:

° 0€F,;
o Seu,veFentiou+v € F;
. Sev € F entdo, paratodo a € R, av € F.

Exemplo 3.1: Seja v € E um vetor ndo nulo. O conjunto F = {av: @ € R} de todos
os multiplos de v € um subespaco de vetorial de E, chamado a reta que passa pela origem e

contém v.

4. Combinacgéo Linear

Sejam os vetores vy, ..., v, € E € 05 nUmeros ay, ..., &, € R. Qualquer vetor v € E
da forma:

vV=av + -t ayvy,

¢ uma combinacao linear dos vetores vy, ..., v,,.

Exemplo 4.1: No espaco vetorial R3, o vetor v = (—4,—18,7), pode ser escrito
como combinacdo linear de v; = (1,-3,2) e v, = (2,4,—1). De fato:

v=2(1,-3,2) —3(2,4,—1) = 2v; — 3v,.

5. Dependéncia e Independéncia linear
Na secdo seguinte veremos uma forma de gerar um espaco vetorial a partir de um
subconjunto X de E. Para que o conjunto X seja 0 mais simples possivel, ou seja, com a
menor quantidade possivel de vetores, introduziremos o conceito de independéncia linear.
Seja E um espago vetorial. Diz-se que um conjunto X c E € linearmente

independente (L.1.) quando nenhum vetor v € X é combinacao linear de outros vetores de X
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Os elementos de X sdo ditos vetores linearmente independentes. E X c E € linearmente
dependente (L.D) quando ndo € L.I.
Observacdo: Para evitar ambiguidade, no caso em que X = {v} consta de um unico
elemento v, diz-se que X é L.1., por defini¢do quando v # 0.

Exemplo 5.1: No espago vetorial M, (R), 0 conjunto

a={5 1 ShE T
é LD. De fato, examinando a equacao:
a,v, + av, +azvy =0

ou de modo equivalente:

—aq + 2a2 + 3a3 2a1 - 3612 - 4-613] _ [0 0
—3a, + 3a, + 3az a; + ag o o

a qual resulta em um sistema de solucdo a, = —a; e a, = —2as. Escolhendo a; =1,
obtemos a;, = —1 e a, = —2. Portanto, A é L.D.

Teorema 5.2. Seja X um conjunto L.I. no espaco vetorial E. Se
a vy + o+ apv, =0comuy, .., v, € Xentdo a, = -+ = a,, = 0. Reciprocamente, se a
unica combinacéo linear nula de vetores de X é aquela cujos coeficientes sdo todos iguais a
zero, entdo X é um conjunto L.I.

Demonstracédo: Suponhamos, por absurdo, que se tenha a,v; + -+ + a,, v, = 0 com

Vi, -, Uyp € X mas nem todos os a; sejam nulos. Por simplicidade, seja a; # 0.

~ ar am N . ~ .
Entado teremos V1 =— (—) Vy — oo — (—) VU, 0 que exXprime v, COMo comblna(;ao linear
aq aq

de outros elementos de X. Reciprocamente, se X ndo fosse L.I., algum dos seus vetores seria
combinacéo linear dos demais: V=00 + -+ AU, logo
1v — ayv; — - — a, vy, = 0, uma combinacdo linear nula de vetores em X, na qual pelo

menos o primeiro coeficiente ndo é zero.

6. Bases

Uma base de um espaco vetorial E € um conjunto B c E linearmente independente
que gera E. Isto significa que todo vetor v € E se exprime, de modo Unico, como
combinacéo linear v = ayv; + -+ + a,v, de elementos v, ..., v, da base B.

Se B = {vy,...,,} € uma base de E e v = ayv;+...+a, Uy, €Ntd0 0S nGMeros

a4, ..., Ay, Chamam-se coordenadas do vetor v na base B.
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Diz-se que o espaco vetorial E tem dimensdo finita quando admite uma base
B = {v4, ..., vy} com um ndmero finito n de elementos. Este nimero, que é 0 mesmo para
todas as bases de E [Veja 6, Corolério 2, pag. 29], chama-se a dimensdo do espaco vetorial
E e escrevemos n = dim E. Por definicdo, dizemos que o espaco vetorial E = {0} tem
dimensdo zero.

Exemplo 6.1: Sejam os vetores e; € R™ com i € {1,2, ..., n} formados da seguinte
forma:

e; = (1,0,...,0,0),...,e, = (0,0, ...,0,1)

com 1 no i-ésimo termo e todos os outros termos iguais a 0. Temos que B = {e4, ..., e,}
forma uma base para R™ chamada de base candnica de R".
Observagéo: Existem bases de dimensé&o infinita, como no caso do espago vetorial R”. Para
esse espaco, temos os vetores e; = (0,0, ...,0,1,0, ....) com 1 no i-ésimo termo, formando

uma base B = {e;: i € N}, chamada base candnica de R®.

7. Transformacoes lineares

As transformacOes lineares trabalhadas nessa secdo, tem um papel fundamental
dentro da algebra linear. Elas sdo fungdes, onde seus dominios e contradominios sao espacgos
vetoriais que preservam nossos axiomas.

Sejam E, F espacos vetoriais. Uma transformacdo linear A:E — Fé uma
correspondéncia que associa a cada vetor v € E um vetor A(v) = Av € F de modo que
valham, para quaisquer u,v € E e a € R, as relacoes:

A(u + v) = Au + Av,
Al - v) = a - Av.

Quando E = F, suas transformacdes A: E — E sdo chamadas de operadores lineares
e as transformacdes lineares ¢: E — R sdo chamadas de funcionais lineares, e seu espaco €
denotado por E*, chamado de espago vetorial dual de E.

Exemplo 7.1: A transformacdo A: R? - R3, A(x,y) = (3x,—2y,x — y) € linear,
para todo x,y,a« € R. De fato:

A((x1’3’1) + (xz,}’z)) = (3(x1 +x2), —2(y1 + ¥2), (x1 +x2) — (y1 + YZ)) =
(Bxy, —2y1, 21 — ¥1) + (Bxz, —2¥2, %2 — ¥2) = A(xy, y1) + A(x2, 2).
A(a(x, y)) = A(ax,ay) = Bax, —2ay,ax —ay) = a(3x,—2y,x —y) = aA(x,y).
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Sejam E, F espacos vetoriais de dimenséo finita e A: E — F uma transformagao
linear. Fixadas bases V = {vy, ..., vy} cE e W ={wy,..,wy,} Cc F,paracadaj=1,..,n

0 vetor Av; se exprime como combinagdo linear dos vetores da base W:

m
Avj = agjwy + ajwy + 0+ iy, = Z a;;wi.
i=1
Assim, a transformacdo linear A:E — F juntamente com as bases Vc E e W cCF
determinam uma matriz a = [a;;] € M(m x n), chamada a matriz de A relativa a essas
bases (ou nas bases V, W). Quando ndo houver confusdo com relacdo as bases V e W,
diremos apenas que a € a matriz de A. Por definicdo, a j-ésima coluna da matriz a é formada

pelas coordenadas de Av; em relagdo a base W, ou seja,

a11 alj a11’l
a21 aZj aZn

a:|a31 ees a3j ces a3n |
am1 amj amn

Exemplo 7.2: No exemplo anterior, verificamos que a transformagao
A:R? > R3, A(x,y) = (3x,—2y,x —y) € linear. Tomemos as bases canonicas
{(1,0), (0,1} c R? e {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} c R3. Temos que a matriz de A é:

3 0
a=10 -2
1 -1

de fato, A(1,0) = (3,0,1) e 4(0,1) = (0, -2, —1).

Uma transformacédo linear A: R™ — R™ pode ser interpretada como uma matriz,
considerando sua matriz a = [a;;] € M(m X n). Além disso, os vetores v = (vy,...,v,) €
R™ e b = (by,...,b,) € R™ passam a ser considerados como matrizes nx1 e mx1
respectivamente, ou  seja, como  vetores-coluna. Entdo a  igualdade

Av = b passa a ser escrita sob a forma av = b, isto é:
[all aln] H [bll
Am1 " Qmnd LV bm

Um produto interno é uma funcdo (-,): E X E — R, que associa a cada par de vetores

8. Produto interno

u,v € E um ndmero real (u, v), chamado o produto interno de u por v, de modo que sejam

validas as seguintes propriedades, para quaisquer u, u’,v,v' € E e a € R:

Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia — Campus Caraguatatuba
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° Bilinearidade: (u + u',v) = (u, v) + (', v), {au,v) = alu,v);

. Comutatividade (simetria): (u, v) = (v, u);

) Positividade: (u,u) > 0 se u # 0.

Exemplo 8.1: No espago euclidiano R", 0 produto interno candnico
dos  vetores u = (a,...,a,) € v = (By,...Bn) €&  definido por
(w,v) = a;B; + -+ + a,By. Este é o produto interno que consideraremos em R™.

Um conjunto X c E ¢é ortonormal se, e somente se, dados u,v € X tem-se
(u,v) =0seu#ve(u,v)y=1sev =u.

Exemplo 8.2: No plano R? os vetores u = (1,1) e v = (—1,1) sdo ortogonais,
porém, ndo formam um conjunto ortonormal. Entretanto, sendo

u,:<£ E) ev,:<_£ VZ)
272 272

o conjunto {u’,v'} € R? é uma base ortonormal.

Seja. a base ortonormal {uy,..,u,} cR", e tem-se (w;u;) =3y,

onde §;; chama-se o delta de Kronecker, e possui as seguintes propriedades:
6;j=0sei+jedj=1sei=j.

9. A adjunta
Quando possuimos uma transformagéo A: E — F, naturalmente nos perguntamos se €
possivel construir uma transformagdo B: F — E. Para isso utilizaremos um espaco vetorial

com produto interno, a fim de preservarmos os espagos E e F.

Seja E um espaco vetorial com produto interno (-,-). A adjunta de A:E — F é uma

transformacéo linear A*: F — E tal que, parav € E ew € F quaisquer se tenha:
(Av,w) = (v, A*w).

Exemplo 9.1: Seja a  transformacio A:R? >R3>  tal  que
Alx,y) = (2y,3x+y,x +2y), vejamos quem ¢ sua adjunta A*:R3 - RZ
Considere u = (x,y) e v = (a, b, c), temos que:

(A(x,y),(a,b,c)) =((2y,3x +y,x + 2y),(a,b,c)) = 2ya + 3xb + yb + xc + 2yc =
x(Bb+c)+yQRa+b+2c)=((x,y),3b+c,2a+ b+ 2c)) =((x,y),A*(a,b,c))
Logo, A*: R® - R? é A*(a,b,c) = (3b +c,2a + b + 2¢).
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Seja E um espaco vetorial com produto interno. O complemento ortogonal de um
conjunto ndo vazio X c E é o conjunto X+ formado pelos vetores v € E que sdo ortogonais
atodos os vetores x € X. Portanto, v € X+, se somente se, (v, x) = 0, paratodo x € X.
Observacdo: Perceba que o conjunto Xt é um subespaco de E. De fato, sejam
v,u € X+, x € X e a € R quaisquer. Temos que, por definicdo 0 € E, que implica em
(x,0) = 0, logo 0 € X+. Por definicdo, temos que (v, x) = (u, x) = 0, somando as equacdes
temos que (v,x) + (u,x) = 0 e pela bilinearidade segue que (v +u,x) =0, ou seja,
v +u € X*+. Por definicdo temos que (v, x) = 0, multiplicando por « em ambos os lados,
resulta em a(v,x) =0, novamente pela bilinearidade resulta em (av,x)=0.

Portanto X+ é subespaco de E.

10.  Subespacos invariantes

Diz-se que um subespaco vetorial F c E é invariante pelo operador linear A quando
A(F) c F,isto é, quando a imagem Av de qualquer vetor v € F € ainda um vetor em F.

Exemplo 10.1: Seja 4:R? - R? tal que A(x,y) = (3x,8x — y), temos que 0s
subespacos S = {(x, 2x)|x € R} é invariante por Ae S’ = {(x,0)|x € R} ndo é invariante
por A. De fato, seja (x,2x) € S, segue que A(x,2x) = (3x,8x — 2x) = (3x, 6x), perceba
que 3x = a € R, ou seja, A(x,2x) = (a,2a) € S, logo S é invariante por A. Agora, seja
(1,0) € S', entdo A(1,0) = (3,8) ¢ S’, logo S’ ndo é invariante por A.

Um vetor v # 0 em E chama-se um autovetor do operador A: E — E quando existe
A € Rtalque Av = Av. O nimero A € R, por sua vez, chama-se um autovalor do operador
A quando existe um vetor ndo-nulo v € E tal que Av = Av.

Um polindmio p na variavel x escrito da forma:

n

p() = ) a!

i=0
com a; € R é dito Mdnico quando a,, = 1 e é dito irredutivel quando néo é possivel fatora-
lo em um produto de polinémios de grau menor. Por exemplo, p;(x) =x—2 é um
polinémio ménico irredutivel. J& p,(x) = 3x — 7 é apenas irredutivel. Quando o polindbmio
tem grau 2, ser irredutivel é equivalente a ndo possuir nenhuma raiz real. Por exemplo, o
polindbmio p;(x) =x?+1 ¢é modnico e irredutivel, enquanto o polindmio
pa(x) = x? — 3x + 2 € monico, porém n&o é irredutivel, pois é possivel fatora-lo como
pa(x) = (x — 1)(x — 2). Vale observar que polindmios de grau maiores ou iguais a 3

sempre sdo redutiveis, pois sempre € possivel encontrar uma raiz real ou fatora-lo em
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polindmios de grau menor. Para exemplificar o que dissemos na ultima frase, tomemos o
polindmio p(x) = x* + 1. Este polinémio tem grau 4, e, portanto, é redutivel, de fato
podemos fatora-lo da seguinte forma:

p(x) =x*+1=(x>—-V2 - x+1)(x2 +V2 - x +1).

Lema. Paratodo operador linear A: E — E, num espaco vetorial de dimenséo finita,
existem um Polindmio Monico irredutivel p, de grau 1 ou 2, e um vetor ndo-nulo v € E,
taisque p(4) -v = 0.

Demonstracdo: Ver [6, Lema, pag. 147].

Teorema 10.1. Todo operador linear num espaco vetorial de dimensdo finita possui
um subespaco invariante de dimensdo 1 ou 2.

Demonstracdo: Dado A: E — E, sejam p o polinémio e v € E o vetor ndo-nulo dados
pelo lema anterior, com p(4)-v=10. Se p(x) =x—A1 entdo Av — Av =0, donde
Av = Av, logo a reta que passa pela origem e contém v é um subespaco invariante por A, de
dimensdo 1. Se p tem grau 2, p(x) = x? + ax + b, entdo A%v + aAv + bv = p(A) - v = 0,
logo A(Av) = —aAv — bv. Isto mostra que o0 subespaco gerado por v e Av e invariante por
A. Além disso, v e Av sdo L.l. pois se tivéssemos Av =Av entdo

0 =A%+ aAv + bv = >v+alv + bv = (A2 + al + b)v,
donde A% +ax+ b =0, uma contradicdo pois p(x) = x*> + ax + b ndo tem raiz real.
Logo o subespaco invariante gerado por v e Av tem dimenséo 2.m

Teorema 10.2. A autovalores diferentes do mesmo operador correspondem
autovetores linearmente independentes.

Demonstracdo: Dado o operador linear A: E — E, sejam vy, ..., 1, Vetores ndo-nulos
em E tais que Av, = 444, ... , Av,, = A, 0y, ONde 0S NUMeros reais A4, ..., A, sdo dois a
dois diferentes. Provaremos, por inducdo, que esses vetores sdo L.l. A afirmacdo é 6bvia
guando m = 1. Supondo-a verdadeira para m — 1 vetores, inferiremos dai sua validez para
m. Dada a combinacdo linear nula

a v+ F AUy, =0, (%)
aplicamos o operador A a ambos 0s membros desta igualdade, levando em conta que
Av; = A;v;. Resulta entdo que
Aavg + o+ Apa vy = 0. (%)
Multiplicando a igualdade (*) por 4,, e subtraindo de (**) vem:

(Al - Am)alvl + et (Am—l - Am)am—lvm—l = 0.
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Pela hipdtese de indugdo, os vetores vy, ..., vy, Sdo L.I. Logo
M —Anag = = (A1 — Ap)am_g = 0.

Como os autovalores sdo todos diferentes, as m — 1 diferencas nos parénteses acima sdo
diferentes de 0, logo a; = -+ = a,,—; = 0. Isto reduz a igualdade () a a,,v,,, = 0. Como
v, # 0, segue-se que a,, = 0. Assim, a igualdade (x) s6 pode ocorrer quando todos 0s
coeficientes a; sdo nulos, 0 que prova o teorema.m

Corolario. Sejadim E = n. Se um operador linear A: E — E possui n autovalores
diferentes entdo existe uma base {v,, ..., v,} © E em relacdo a qual a matriz de A é diagonal
(isto é, tem a forma [a;;] com a;; = 0 se i # j).

Exemplo 10.3: Dados o operador A: E — E e a base {u, v} c E, sejam Au = au +

b
d

A—-Au=(@—NDu+cve(A—A)v =bu+ (d —A)v. Afimde que A — Al ndo seja

invertivel é necessario e suficiente que os vetores (A — Al)u e (A — Al)v sejam L.D., ou

cv e Av = bu + dv. Noutras palavras, a matriz do operador A na base {u, v} é [Ccl ] Entdo

seja, que (a—A)(d—A)—bc=0, ou ainda, que A seja raiz do polindmio
p(1) =22 — (a + d)A + ad — bc, chamado o polindmio caracteristico do operador A.
Portanto, o nimero real A e um autovalor do operador A:E — E, onde dim E = 2, se, e
somente se, uma raiz do polindmio caracteristico do operador A, o qual, por definicdo, é
p(1) =22 — (a + d)A + ad — bc. Os coeficientes de p(A) sdo tirados da matriz de A em

relacdo a uma base qualquer de E.

11.  Operadores auto-adjuntos
Aqui estudaremos casos especiais de transformacdes que sdo adjuntas, onde a adjunta
de uma transformacdo A, é a propria transformacdo A. Com essa propriedade podemos

demonstrar nosso principal resultado, 0 Teorema Espectral, que se encontra nesta secao.

Um operador linear A: E — E, num espa¢o vetorial munido de produto interno,
chama-se auto-adjunto quando A = A, ou seja, quando (Au, v) = (u, Av) para quaisquer
u,v € E.

Se A,B: E — E séo auto-adjuntos e @ € R entdo:

((A+ B)u,v) = (Au + Bu,v) = (Au, v) + (Bu,v) = (u, Av) + (u, Bv) = (u, (A + B)v)
((ah)u, v) = (alu,v) = a(Au, v) = alu, Av) = (u, adv) = (u, (@) v).
Logo A + B e aA séo auto-adjuntos. Como
(AB)* = B*A* = BA.
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Logo, AB e auto-adjunto se, e somente se, BA = AB.

Teorema 11.1. A: E — E é auto-adjunto se, e somente se, sua matriz a = [aij]
relativa a uma base ortonormal U = {u,,...,u,} € E é uma matriz simétrica.

Demonstracdo: (=) Seja [ay] a matriz relativa a base ortonormal
U = {u,,..,u} cE deA, temos que:

(ui, Auj) = (uy, aqjuy + azjuy + - + anjiy)
= (U, Awy) = aqgjug, ug) + -+ agiug, wp) + -+ apiug, un) = ag(u, wy) = ayj

Analogamente, (Auw;, u;) = aj;.
(©) Se [aij] é simétrica, temos que a;j = ajj, ou seja,
(uj, Au; ) = (Auj,u;) entdo A € auto-adjunto. m

Teorema 11.2. Se 0 subespaco F c E € invariante pelo operador linear A:E — E
entdo seu complemento ortogonal F+ ¢ invariante pelo operador adjunto A*: E — E.

Demonstracdo: Sejau € F e v € F* qualquer, entdo:

Au € F = (Au,v) = 0 = (u, A*v) > A*v € Ft.

Portanto, F* ¢ invariante pelo operador A*. m

Teorema 11.3. Seja A: E — E um operador auto-adjunto. Se o subespaco F c E é
invariante por A, seu complemento ortogonal F+ também é.

Demonstracdo: Decorre do Teorema 11.2, que F1é invariante por A*.
Como A é auto-adjunto, ou seja A = A*, seque que F* é invariante por A.

Teorema1l.4. Se A4,..., A, sdo autovalores dois a dois diferentes do operador auto-
adjunto A: E — E, 0s autovetores correspondentes v, ..., v, Sao dois a dois ortogonais.

Demonstracdo: Para A; # 4; quaisquer, temos:

(/11- - )lj)(vl-, v;) = (4v;, v5) — (v, 4v)) = (Av;, v;) — (v;, Av;) = 0 (A é auto-adjunto).

como 4; # 4;, entdo A; — 4; # 0, de (4; — A;){v;, v;) = 0 resulta (v;, v;) = 0.m

Teorema 11.5. Seja A: E - E um operador auto-adjunto num espaco vetorial de
dimensédo 2, munido de produto interno. Existe uma base ortonormal {u;,u,} c E formada
por autovetores de A.

Demonstracéo: Seja {v,w} c E uma base ortonormal arbitraria. Em virtude do
Teorema 11.1, temos Av = av + bw e Aw = bv + cw, ou seja, [A] = [Z ?] Como

vimos antes no Exemplo 10.3, os autovalores A,, de A sdo as raizes reais do polindmio

caracteristico p(1) = A2 — (a + ¢)A + (ac — b?). O discriminante deste trinbmio é:
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A=(a + c)>—4(ac — b>) =(a—c)*+4b* > 0.
SeA=0,entdo b =0e a =c,0u seja, [A] =al = [g 2] Logo todo vetor ndo-

nulo em E € um autovetor, pois, para todo vetor u € E, temos que Au = alu = au.

Se A > 0, entdo o trinbmio p(A) possui 2 raizes reais distintas A, 4,. Isto, como
sabemos, quer dizer que os operadores [A — A,1] e [A — A,I] sdo ambos néo invertiveis,
logo existem vetores ndo-nulos (que podemos supor unitarios) u,,u, € E tais que
(A—24Du; =0e (A—2A,Du, =0, entdo Auy = A;uy +0-u, e Auy, = A,uy, +0-uy.
Pelo Teorema 11.4, {u,,u,} < E é uma base ortonormal de autovetores de A.m

Corolério. Todo operador auto-adjunto A: E — E, num espaco Vvetorial de dimensédo
finita com produto interno, possui um autovetor.

Demonstracdo: Com efeito, pelo Teorema 10.1 existe um subespaco F c E, de
dimensdo 1 ou 2, invariante por A. Se dim F = 1 todo vetor ndo-nulo v € F é um autovetor
de A. Se dim F = 2 entédo, aplicando o Teorema 11.5 a restricdo A:F - F de A ao
subespaco invariante F, obtemos um autovetor v € F.m

A seguir teremos o teorema mais importante desse trabalho, e um dos teoremas mais
importantes dentro da algebra linear, ao qual incentivou a producédo deste trabalho. Nele se
baseara o contraexemplo em um espaco vetorial de dimenséo infinita.

Teorema 11.6. (Teorema Espectral.) Seja o operador A: E — E num espaco
vetorial de dimensdo finita munido de produto interno. Existe uma base ortonormal
{u,...,u,} c E formada por autovetores de A se, e somente se, A: E = E é auto-adjunto.

Demonstragdo: (=) Se existe uma base ortonormal {uy, ...,u,} € E formada por
autovetores do operador A: E — E, para quaisquer i,j = 1, ...,n, temos que:

(Auy, wy) = (A, wy) = 2w, wy) = ;6,5
Onde &; ; € 0 simbolo de Kronecker: Se i # j entdo 6;; = 0,sei = j,entdo 6; ; = 1.
Sei # j, implica em:
(Aug, uy) = 4,0 = ;0 = 4wy, w) = (wy, Ajuj) = (w;, Auy)
Sei =j,entdo A; = 4;, implica em:
(Aug,up) = ;- 1= 4 - 1= 4w, wy) = (ug, 4u;) = (u;, Au,)

Logo, (Aul-,uj) = (ui,Auj), ou seja, A: E — E é auto-adjunto.

(<) Reciprocamente, usaremos inducdo na dimensdo de E. Se dim E = 1, entdo,
seja v € E unitario, entdo Av = Av, logo {v} é uma base ortonormal de A formada por um

autovetor.
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Supondo-o verdadeiro em dimensdo n — 1, seja dim E = n. Pelo Corolario do
Teorema 11.5, existe um autovetor unitario u,,, portanto um subespaco F c E, de dimenséo
1, invariante por A. Pelo Teorema 11.3, o complemento ortogonal F+ também é invariante
por A.

Como dimE = dim F + dim Ft, entdo dim Ft =n — 1, a hipétese de inducgdo
assegura a existéncia de uma base ortonormal {u,, ...,u,,_;} < F* formada por autovetores
da restricdo A: F+ - F*. Como u, é um autovetor unitério de F, entdo ele é ortogonal a
todos os elementos de {uy,...,u,—1}, OU Seja, 0 conjunto {uy, ... ,u,_1,u,} € L.I. Logo

{uy, ... ,u,_1,uy} € E é uma base ortonormal formada por autovetores de A.m

12.  Contraexemplo em espaco de dimenséo infinita do Teorema Espectral

Antes do contraexemplo, vejamos quem é o espacgo vetorial R® trabalhado nesta
secdo. O espaco R é o espaco das sequéncias (aq,a,, ..., a,, ..)tal que a; E Re a; =0
para todo i € N suficientemente grande e 0s vetores candnicos e; € R* formados da
seguinte forma, e; = (1,0, ...,0,0, ...), ...,e, = (0,0, ...,0,1,...) com 1 no i-ésimo termo e
todos os outros termos iguais a 0 e B = {e; € R*|i € N} é uma base para R*. Seja seu
produto escalar definido da seguinte forma (e;, e;) = 1sei = je(e; e;) = 0sei # j. Todo
elemento do espaco vetorial R* é uma combinacdo linear finita a,e; + -+ + a,e,.

Vamos agora construir um operador auto-adjunto neste espaco que nao possui
autovetores. Este operador sera uma justificativa para a necessidade da hipétese de dimenséo
finita presente no Teorema Espectral.

Seja T: R* — R® o operador linear definido por:

T(e1) = e,
T(e;)) =ei_1+eq,5ei>1
o Vamos verificar que o operador linear T é auto-adjunto:

Dados u e v em R™, escrevemos

u=ae +- - +ae,

v =be; + -+ bye,
Né&o ha problema em supor que u e v sejam combinagdes de e, ..., e,,, porque, se um deles,
digamos v, for combinacgéo de ey, ..., e, cOm m < n, também sera combinacdo de ey, ..., e,

com b, .4 = - = b,, = 0. Temos entéo:

T(w) =T (i al-el-> =T(a,e;)+T <i aiei>
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n n n
=>T(u) =ae; + Z a;(ej+1 tei—1) =ae;, + z aeiyq + z a;ej—1
i=2 i=2 i=2

n

n
=>T() = Z aejiq + Z aej_q
i=2

i=1

Fazendo j = i + 1 no primeiro somatorio acima, e fazendo j = i — 1 no segundo, obtemos:

n+1 n—-1
T(u) = Z aj_,ej + aj1€;
j=2 Jj=1
Logo,
n+1l n-1 n
(T(w),v) = Za] 18 + aj+1ej,z bjej| =
j=2 j=1 j=1
n+1 n-1 n
(T(w),v) = Z aj_1€; ,Z bje;j | + aj41€; ,z bjej | =
j=1 j=1

(a,e; + -+ anensq, bieg + -+ bpey) + {(ayey + -+ ape,_q1, b1y + -+ bpe,) =
(aiez, byey) + -+ +(an_1en, bpey) +{aze, biey) + - +{anen—1,bp_1p_1) =

a1b252,2 + et an—1bn5n,n + a2b151,1 +oet anbn—15n—1,n—1-

Logo,
n n—-1
(T(u),v) = Z aj_lbj + Z aj+1bj
j=2 j=1

Trocando j por i como indice do penultimo somatorio obtemos:
n n-1
(T, v) = Y aabi+ ) ajiby. (1)
i=2 j=1

Analogamente,
n+1

n n-1
Tw)=T <2 biei) Z biej 1 + Z bie;_; = Z 16 + Z bj 1€
i=1 j=1

Logo,

n+1

(u, T(v)) = Zn: ae; ,Z bj_1e; + Z bj,1€;

Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia — Campus Caraguatatuba

18



n+1 -1

n n
Z ae; ,Z b;j_1¢€; Z ajej, bj.1€;| =
j=1 j=2

j=1 j=1

S

(a,eq + -+ aney, bie, + -+ bpey 1) +(aeq + -+ apey, byey + -+ bpey_1) =
(aze;, biez) + -+ + {(anen, bp_1€,) + {(are1,bze1) + -+ {(an_1€n_1, bpen_1) =
Ab1855 + -+ apbp_16pn + a1D3611 + -+ Ay 1bp6n—1 -1
Logo,

n n—1
= Z ajbj_l + Z ajbj+1
j=2 j=1

Trocando, na Ultima igualdade j por k como indice do primeiro somatorio e j por | como
indice do segundo, obtemos:

n n-—1

WT@) = > awber+ ) abpor @
=1

k=2
Fazendo [ =i —1 no segundo somatério de (2), vemos que ele é igual ao primeiro

somatorio de (1) .

n n
(u, T(v)) = Z agby_4 + Z a;_1b;
k=2 i=2

Fazendo k =j + 1 no primeiro somatério de (2), vemos que ele é igual ao segundo

somatério de (1).

n-1 n
WT@) = ) @b+ ) aish
j=1 i=2

Assim, (T'(u),v) = (u,T(v)) e T é auto-adjunto.
. VVamos agora mostrar que o operador linear T ndo tem autovetores:

Suponha que u = a,e; + -+ a,e,, com a, # 0, é um elemento ndo nulo de R*. Logo,
T(w) = aze; + (a; + az)ez + -+ (Apyz + Aplen_1 + an 1€y + anényy

Como a, # 0, para todo A € R, T(u) ndo pode ser igual a Au, e T ndo tem autovetores.

Com isso, concluimos que o Teorema Espectral ndo vale em dimenséo infinita.
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13.  Considerac0es finais

Iniciamos este trabalho abordando um pouco da histéria que deu origem a algebra
linear, a qual em seguida foi apresentada sua estrutura axiomatica e suas primeiras
definicbes, para que fique claro ao leitor quais conceitos serdo utilizados ao longo do
trabalho. Todos esses conceitos séo acompanhados de exemplos simples, a fim de facilitar a
compreensdo das definicbes e notacGes aqui utilizadas, também presentes no principal
teorema deste trabalho.

Ao fim, apresentamos e demonstramos um dos teoremas mais importantes dentro da
algebra linear, o “Teorema Espectral”, que é definido apenas para espagos vetoriais finitos.
Um questionamento natural pode ser feito com relacdo a necessidade da hipotese de
dimensao finita. Com esse questionamento em mente, apresentamos um contraexemplo em
espaco vetorial de dimensdo infinita que mostra que de fato o Teorema so ¢ valido para
espagos vetoriais finitos.

Com este trabalho, procuramos deixar clara a importancia de trabalhar com exemplos
concretos. De fato, o Teorema Espectral é um resultado teérico importante da Algebra
Linear, mas sem alguma concretizacdo, a sua compreensao pode se tornar mais complexa.
O questionamento a respeito das hipéteses de um teorema € outro exercicio que deveria ser
mais realizado em sala de aula, e que estd intimamente ligado com o uso de exemplos
concretos. A utilizagdo inteligente desses dois recursos em sala de aula pode ser um
importante aliado para a aprendizagem.

Naturalmente esse trabalho pode se estender ainda mais, seja: 1) para o estudo do
Teorema Espectral em sua forma matricial ou ainda em espacos complexos; 2) em estudos
dentro de espacos vetoriais finitos como acontece em outros teoremas, por exemplo o
Teorema dos Valores Singulares, que € outro teorema muito importante dentro da
Algebra linear; 3) o estudo de espacos de dimensdo infinita, como é o caso da

Anélise Funcional.
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