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Resumo

A trigonometria é um recurso potente de célculo que nos permite determinar distancias inacessiveis, tanto na
matematica como no estudo de fendmenos fisicos, assim como a geometria que é de extrema importancia para o
desenvolvimento do raciocinio visual e facilita a interdisciplinaridade entre diversos temas. O presente trabalho
aborda nogdes de trigonometria e geometria plana que dardo fundamentaco tedrica as demonstracfes do Teorema
de Napoledo. No primeiro capitulo, sdo abordados resultados da geometria plana. No segundo capitulo, séo
abordados resultados da trigonometria. No terceiro capitulo, sdo apresentadas as demonstracdes do teorema
principal enfocando suas demonstragdes por trigonometria, por geometria plana e por arcos capazes.

Palavras-chave: Teorema de Napoledo. Trigonometria. Geometria plana. Arcos Capazes. Demonstragdes.

Abstract

Trigonometry is a powerful calculation resource that allows us to determine inaccessible distances, both in
mathematics and in the study of physical phenomena, as well as geometry, which is extremely important for the
development of visual reasoning and facilitates interdisciplinarity between different topics. The present work
approaches notions of trigonometry and plane geometry that will give theoretical foundation to the demonstrations
of Napoleon's Theorem. In the first chapter, results of plane geometry are discussed. In the second chapter,
trigonometry results are discussed. In the third chapter, the proofs of the main theorem are presented, focusing on
its proofs by trigonometry, by plane geometry and by capable arcs.

Keywords/Palabras clave: Napoleon’s Theorem. Trigonometry. Plane geometry. Capable arcs. Demonstrations.
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Introducéo

Medir distancias é uma necessidade antiga da humanidade, e através do estudo da
trigonometria, palavra formada por trés radicais gregos tri (trés), gonos (angulos) e metron
(medir), podemos calcular as medidas dos lados e angulos de um triangulo e determinar espagos
inacessiveis. Ja a geometria, formada por dois radicais gregos, geo (terra) e metria (medida),
revolucionou o saber tornando-se indispensavel para a realizacéo de grandes feitos nas areas da
construcdo e na divisao de terras.

H& 215 anos, Napoledo Bonaparte decretou o bloqueio continental para obrigar os paises
administrados pelo império francés a cortar todos os lagcos comerciais com a Inglaterra.
Bonaparte queria de todas as formas derrubar a hegemonia econémica do império britanico. Se
o0 decreto de Napoledo é bem conhecido, talvez ndo o seja pelo fato de ele, além de grande
estrategista, ser um entusiasta da matematica, em especial da geometria.

Relata-se que as aptiddes matematicas de Napoledo eram muito precoces, segundo
Cronin (2013, p. 22).

Um dia, aos oito anos de idade, saiu com um fazendeiro local para
inspecionar um moinho. Como o fazendeiro Ihe ensinou quanto milho o moinho
moeria em uma hora, ele calculou as quantidades moidas em um dia e em uma semana.
Também calculou o volume de agua necessaria para ativar as mas.

E que ele teria descoberto um interessante teorema da Geometria Euclidiana. “Embora
Napoledo Bonaparte seja um famoso militar e conquistador, sua relagdo com o teorema que
leva seu nome ainda é pouco conhecida ou discutida.” (GONZAGA, 2015, p. 1).

O teorema consiste em projetar um triangulo equilatero sobre cada lado de um triangulo
qualquer e marcando o baricentro ou ortocentro de cada triangulo projetado e unindo tais
pontos, sempre se obtera um novo triangulo equilétero.

As demonstracGes desse teorema certamente consistem em um desafio simples, por ter
enunciado descomplicado e perspectivas variadas de representacdes visuais. O presente
trabalho aborda o teorema de Napoledo enfocando sua relacdo com outras areas do
conhecimento matematico como a trigonometria, geometria e suas demonstracdes. Com o
objetivo de apresentar uma estrutura metodoldgica coesa, o texto foi dividido em trés capitulos.

No primeiro capitulo, sdo abordadas noc¢Ges de geometria plana que fundamentam as
demonstracdes e suas propriedades.

No segundo capitulo, sdo abordadas nocdes de trigonometria que fundamentam as

demonstragdes e suas propriedades.
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No terceiro capitulo, sdo apresentadas as demonstracfes por geometria plana, por

trigonometria e por arcos capazes.

Capitulo 1: Nogdes de Geometria Plana

As formas geométricas sdo elementos do nosso cotidiano e estabelecem algumas
relagbes com 0s espagos em que vivemos. A geometria vai alem do célculo de areas e volumes,
como por exemplo: o sistema de coordenadas utilizados em GPS e sistemas de navegagéo, outro
exemplo se da na composicdo dos ladrilhos em nossas casas, que sdo compostos por formas
geométricas planas distintas. Este simples exemplo, além de explicitar a utilidade da geometria
plana em nosso dia a dia, também pode nos levar a problemas matematicos mais sérios, como
as possibilidades de ladrilhar uma determinada regido utilizando apenas poligonos regulares,
ou ainda nos levar a possiveis aplicacdes em sala de aula. Identificar formas geométricas e
relaciona-las € um exercicio mental que fazemos intuitivamente, mesmo sem saber conceitos
especificos de figuras planas ou espaciais.

Neste capitulo abordaremos os angulos na circunferéncia, pontos notaveis do triangulo
e os casos de semelhanca de triangulos que dardo base e fundamentacdo tedrica as

demonstra¢des principais abordadas neste trabalho.

1.1.  Angulos na circunferéncia

Nesta secdo vamos definir angulo central, angulo inscrito, medida do angulo inscrito,
angulos inscritos numa circunferéncia subtendidos a um mesmo arco e subtendidos a um
didmetro e tais resultados e defini¢cdes foram retirados de Dolce (2013, cap. XI).
1.1.1. Angulo central
Definicédo 1.1.1. Um angulo central relativo a uma circunferéncia é um angulo que tem vértice

no centro da circunferéncia.

Figura 1: Angulo Central

Fonte: Autor
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1.1.2. Angulo inscrito
Definicdo 1.1.2. Um angulo inscrito relativo a uma circunferéncia é um angulo que tem o

vértice na circunferéncia e os lados sdo secantes a ela.

Figura 2 Angulo inscrito

Fonte: Autor

Teorema 1.1.2. Um angulo inscrito é metade do angulo central correspondente ou a medida de

um angulo inscrito & metade da medida do arco correspondente.

Figura 3: Medida do angulo inscrito
Fonte: Autor

Corolério 1.1.2. Num dado circulo, todos os angulos inscritos que subtendem a mesma corda

sdo iguais. Em particular, todos os angulos inscritos que subtendem um diametro sdo retos.

Figura 4: Angulos inscritos numa Figura 5: Angulos inscritos numa
circunferéncia subtendidos ao circunferéncia subtendidos a um
mesmo arco. diametro.

Fonte: Autor Fonte: Autor

Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia — Campus Caraguatatuba



Licenciatura em Matematica
Trabalho de Conclusdo de Curso

1.2.  Pontos notéveis do triangulo

Nesta subsecdo serdo apresentados os pontos notaveis de um triangulo, expondo alguns
conceitos e propriedades que foram retirados de Dolce (2013, cap. VIII) e a demonstracdo da
coincidéncia dos pontos notaveis num triangulo equilatero.

Definicéo 1.2.1. Ponto médio é o ponto que divide um segmento exatamente ao meio, obtendo
dois segmentos iguais.

Definicédo 1.2.2. Uma mediana em um triangulo € um segmento de reta que liga um vértice do
triangulo ao ponto médio do lado oposto a esse vertice.

Observemos que, dada a defini¢do anterior, todo tridngulo possui trés medianas, mas
ndo é trivial que essas trés medianas se encontrem em um Unico ponto. O proximo resultado
vem nos mostrar que isso ocorre em todos os triangulos.

Teorema 1.2.1. O ponto de intersecdo, ponto de encontro ou ponto de concurso das trés
medianas de um tridngulo é o baricentro do tridngulo, que divide cada uma das medianas em

duas partes tais que a parte que contém o vértice é o dobro da outra.

A

Figura 6: Baricentro

Fonte: Autor

Definicdo 1.2.3. Uma bissetriz interna € um segmento que liga um vértice do triangulo ao seu
lado oposto, dividindo o angulo associado a esse vértice ao meio.

Observe que, dada a definicdo anterior, todo triangulo possui trés bissetrizes. Assim
como no caso anterior das medianas, ndo é imediato que essas trés bissetrizes se encontrem em
um unico ponto. O préximo resultado vem nos mostrar que isso ocorre em todos o0s triangulos.
Teorema 1.2.2. O ponto de interse¢do, ponto de encontro ou ponto de concurso das trés

bissetrizes internas de um tridngulo é o incentro do triangulo.
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B a s, c

Figura 7: Incentro
Fonte: Autor

Definigdo 1.2.4. Mediatriz € uma reta que passa pelo ponto médio de um segmento, formando
um angulo reto.

Observe que, dada a definicdo anterior, todo tridngulo possui trés mediatrizes. Assim
COMO nos casos anteriores, 0 proximo resultado vem nos mostrar que as trés mediatrizes se
encontram em um Gnico ponto e isso ocorre em todos os triangulos.
Teorema 1.2.3. O ponto de intersecdo, ponto de encontro ou ponto de concurso das mediatrizes

dos lados de um tridngulo é o circuncentro do triangulo.

Figura 8: Circuncentro

Fonte: Autor

Definigdo 1.2.5. Altura de um tridngulo é um segmento de reta perpendicular a um lado do
triangulo ou ao seu prolongamento, tragado pelo vértice oposto.

Observe que, dada a defini¢do anterior, todo tridngulo possui trés alturas. Assim como
nos casos anteriores, 0 proximo resultado vem nos mostrar que as trés alturas se encontram em
um Unico ponto e isso ocorre em todos o0s triangulos.

Teorema 1.2.4. O ponto de intersecdo, ponto de encontro ou ponto de concurso das retas

suportes das alturas de um triangulo é o ortocentro do triangulo.
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Figura 9: Ortocentro
Fonte: Autor

1.2.1. Coincidéncia dos pontos notaveis num triangulo equilatero

Nesta breve secdo, vamos provar que, em um triangulo equilatero todos os pontos
notaveis vistos anteriormente sdo coincidentes. Como os triangulos interno e externo de
Napoledo (cuja definicdo esta no Capitulo 3) envolvem tridngulos equilateros, esse resultado
sera fundamental em algumas das demonstracdes do Teorema de Napoledo. A demonstracédo se

baseara na Figura 10 a seguir:

Figura 10: Pontos notaveis

Fonte: Autor

Seja ABC um tridangulo equilatero e M,, M, e M5 seus pontos médios. Sabemos que
AB =BC = CA e CAB = ABC = BCA = 60°. Tracemos as perpendiculares a 4B, BC e CA
pelos vértices C, A e B que intersectam os pontos M,, M, e M;. Observemos que dada as

defini¢bes dos pontos notaveis, podemos chamar essas perpendiculares construidas de alturas,

medianas, mediatrizes e bissetrizes, logo, podemos dizer que AM, = BM3; = CM,. Sabemos

também que o ponto de encontro desses segmentos Sdo respectivamente o ortocentro,

Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia — Campus Caraguatatuba
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baricentro, circuncentro e incentro. Portanto, o ponto D que é ponto de interseccdo dos

segmentos AM,, BM; e CM, é o ortocentro, baricentro, circuncentro e incentro do triangulo

equilatero.

1.3. Semelhanca de triangulos

Dizemos que dois triangulos sdo semelhantes na geometria plana se for possivel
determinar uma correspondéncia entre seus vertices e lados. Para assegurar tal semelhanca nédo
€ necessario conhecer todos os vértices e lados do tridngulo, para isso, utilizamos os critérios
de semelhanca descritos a seguir. Adotaremos os critérios de semelhanca em forma de lema por
terem suas demonstracGes conhecidas e tais resultados foram retirados de Dolce (2013, cap.
XI11).
Definigdo 1.3.1. Dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos
ordenadamente congruentes e os lados homologos proporcionais.
Lema 1.3.1. 1° Critério de semelhanca: Caso AA
Se dois triangulos possuem dois angulos ordenadamente congruentes, entdo eles sao
semelhantes.
Lema 1.3.2. 2° Critério de semelhanca: Caso LAL
Se dois lados de um triangulo sdo proporcionais aos homdélogos de outro triangulo e os angulos
compreendidos sdo congruentes, entdo os triangulos sdo semelhantes.
Lema 1.3.3. 3° Critério de semelhanca: Caso LLL
Se dois triangulos tém os lados homdlogos proporcionais, entdo eles sdo semelhantes.

Capitulo 2: Nogdes de Trigonometria

A trigonometria € uma area da matematica encarregada de estudar as relacdes ocorridas
entre os lados e os angulos dos triangulos e é usada atualmente em diferentes areas de estudo,
desde teoria musical a navegacao de satélite.

Neste capitulo abordaremos as relagcdes fundamentais da trigonometria, como a lei dos
senos, a lei dos cossenos e a formula de Heron que dardo base e fundamentacdo tedrica as

demonstragdes principais abordadas neste trabalho.

2.1. Relacées Fundamentais da Trigonometria

As relagdes fundamentais da trigonometria, assim como as relacdes decorrentes, sdo

Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia — Campus Caraguatatuba
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importantes na resolu¢do de equagdes e identidades trigonométricas. Neste trabalho, vamos
assumir que o leitor estd habituado com as fung¢des sen(x) e cos(x).

A partir das relagdes trigonométricas no tridngulo retdngulo, definem-se as fungdes
trigonométricas do seno e cosseno € em decorréncia destas, surgem as primeiras relagdes
fundamentais da trigonometria. A prova dessas relacdes pode ser feita a partir de andlises e
aplicacdes do teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo.

No que segue serao enunciados alguns resultados em forma de lema sem demonstragdes

por serem suas provas conhecidas e tais resultados foram retirados de Iezzi (2013, cap. V).

senx

T 3T ~ . _
Lema 2.1.1. Para todo x real, x € [0,2m] ex ¢ {5’ 7}, vale a relagdo: tangx = -

Lema 2.1.2 Para todo x real, x € [0, 2n], vale a relacdo: sen®x + cos?x = 1

2.2. Lei dos Senos

A Lei dos Senos determina que, num tridngulo qualquer, a razdo entre o valor de um
lado e o seno de seu angulo oposto serd sempre constante.

Antes de enunciarmos o teorema, € importante ressaltar que uma circunferéncia ¢é
circunscrita a um tridngulo quando passa por todos os vértices desse poligono e que o contém
completamente em seu interior.

Teorema 2.2.1. “Em qualquer triangulo, o quociente entre cada lado e o seno do seu angulo
oposto ¢ constante e igual a medida do diametro da circunferéncia circunscrita.” (IEZZI, 2013,

p. 229)

Figura 11: Lei dos Senos

Fonte: Autor

Demonstracio 2.2.1. Seja ABC um tridngulo qualquer, como na figura acima, inscrito numa

Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia — Campus Caraguatatuba
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circunferéncia de raio R. Pelo vértice B do triangulo ABC, tracemos o didmetro correspondente
BA’ e liguemos A’ com C. Por estarem determinados na mesma corda BC na circunferéncia,

sabemos que A = A , logo o triangulo A’BC ¢ retangulo em C por estar inscrito numa

semicircunferéncia. Sendoa = BC,b = AC ec = AB, entio:

a =2R.senA’ — a = 2R.senA — 2R = -
send

Fazendo uma construgdo analoga aos pontos B’ ¢ €’ como demonstrado no ponto A’, temos que:

2R =—2_¢2R=—.
senB senC
Portanto: 2R = —— = b __¢

senA  senB  senC’

2.3. Lei dos Cossenos

A Lei dos Cossenos ¢ utilizada para calcular a medida de um lado ou de um angulo
desconhecido de um triangulo qualquer, conhecendo suas outras medidas. Assim, pela lei dos
cossenos temos as trés relagdes entre os lados e os angulos de um tridngulo.
Teorema 2.3.1. Em qualquer tridngulo, o quadrado de um lado ¢ igual & soma dos quadrados
dos outros dois lados, menos o duplo produto desses dois lados pelo cosseno do angulo formado

por eles.

Figura 12: Lei dos cossenos: A < 90° Figura 13: Lei dos cossenos 90° < 4 < 180°
Fonte: Autor Fonte: Autor

Demonstraciao 2.3.1. Primeiramente, seja ABC um tridngulo com A < 90° como segue na
figura 11. Observemos o ABCD que ¢ retangulo, utilizando o teorema de Pitdgoras™ podemos
relacionar as medidas dos lados do ABCD, assim obtemos que: (i) a? = n? + h2. Agora
observemos o ABAD que ¢ retangulo, utilizando o teorema de Pitagoras podemos relacionar as
medidas dos lados do ABAD, assim obtemos que: (ii) h? = ¢ — m?. Seja AC = b e AD = m,

temos que: (iii) n = b — m. Substituindo algebricamente as equacdes (iii) e (i7) em (i) temos
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que: a? = (b —m)?+ c? —m? — a? = b% + c? — 2bm.No ABAD temos que: m = c. cosA.
Logo: a? = b% + ¢% — 2bc. cosA.

Demonstracao 2.3.2. Primeiramente, seja ABC um tridngulo com 90° < A < 180° como segue
na figura 12. Observemos o ABCD que € retangulo, utilizando o teorema de Pitagoras podemos
relacionar as medidas dos lados do ABCD, assim obtemos que: (i) a®* = n? + h?. Agora
observemos o ABAD que ¢ retangulo, utilizando o teorema de Pitdgoras podemos relacionar as
medidas dos lados do ABAD, assim obtemos que: (ii) h> = ¢? — m?2. Seja AC = b e AD = m,
temos que: (iii) n = b + m. Substituindo algebricamente as equacdes (iii) e (if) em (i) temos
que: a?=(b+m)>+c*—m? - a® =b*+c?>+2bm. No ABAD temos que: m =
c.cos (180° — A). Logo: a? = b? + c¢? — 2bc.cosA. Fazendo uma construgio analoga,

podemos provar que: b = a? + ¢ — 2ac.cosB e ¢? = a? + b? — 2ab. cosC.

2.4. Formula de Heron

A formula de Heron é um resultado util nos casos em que ndo sabemos a altura do
tridngulo, mas temos a medida dos lados, com ela € possivel calcular a drea de um tridngulo em
fun¢do das medidas dos seus trés lados. Trazemos a demonstra¢ao desse resultado pela sua
elegancia e praticidade.
Teorema 2.4.1. Se um triangulo possui os lados medindo a, b € ¢ e o seu perimetro ¢ indicado

por 2p=a+b+c, entdo a 4area da regido triangular ¢é dada por A=

Jp(@ — )@@ —b)(» — o).

€T a—T

Figura 14: Formula de Heron
Fonte: Autor

Demonstracio 2.4.1. Seja ABC um tridngulo qualquer como segue na figura 13, A4, a sua area

e h a medida da altura do tridngulo relativa ao vértice A. Observemos que a altura divide o lado
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oposto ao vértice A em dois seguimentos, BD e DC cujas medidas sdo respectivamente x ¢ a —
x. Observemos o AADC que ¢ retangulo, utilizando o teorema de Pitagoras podemos relacionar
as medidas dos lados do AADC, assim obtemos que: b?> = h? + (a — x)?* - b? = h? + a? —
2ax + x? (i). Observemos o AADB que é retAngulo, utilizando o teorema de Pitagoras podemos
relacionar as medidas dos lados do AADB, assim obtemos que: x? = c? — h? (ii) e x =
Vez —h? (7ii). Como x > 0, substituindo algebricamente as equagdes (ii7) e (if) em (i) temos

a?+c?—b?

2
” ) (iv). Como a area do

que: b> = h? +a? —2avc?—h?+c?>—h? - h2=cz—(

2 K2
triangulo ¢ A, = M logo, (4,)% = % (v). Substituindo algebricamente a equagao (iv)

a? (cz_(a2+cz—b2)2)
’ a 2_(q2402_p2)2
em (v) temos que: (4,)? = " : - (4)% = (2a) (i;C 2) (vi).
2_.,2

Consideremos z = 2ac e y = a? + ¢ — b?. Substituindo em (vi) obtemos: (4,)? = % -

2 _ (z+y)(z-y)
(47 = &)

z /_L VA y
2102 b2\ (2ac—(a2+c2—p2 2_p2V(p2—(a—c)2

Portanto, (At)z _ (EEE+a +c2-b )1(2(10 (a?+c?-b?)) 5 (At)z _ ((a+c)*-b zéb (a-c) )(Vil).

Agora, consideremos s =a+c e k =a—c. Substituindo em (vii) obtemos: (4,)?

2_p12\(12_1,2 _ _
(s>-b 3(619 K2 (4,)? = &6 b)1(6b+k)(b k) e, dessa forma, (4% =
LS . LI
(a+c+b)(a+c—a)§l;+a—c)(b—(a—C)) > (4)? = a+:+b . a"’:_b . b+Z_C . b_gﬂ (viii), notemos que,

a+b+c ~
sep = _— entao;

b—a+c b+c—a+(@a—a) b+c+a—-2a b+c+a 2a

2 2 2 2 2 pP7¢
b+a—-c a+b—-c+(c—c) a+b+c—2c a+b+c 2Zc

2 2 - 2 -T2 27 P7c
a+c—b a—-b+c+(b-b) a+c+b—-2b a+c+b 2b

2 2 - 2 == g -ph

Com isso, segue de (viii) que: (A4.)?=p(p—a)(p—b)(p—c). Como A4, é uma éarea,

entdo A; > 0 logo, obtemos a férmula de Heron: A; = \/p(p —a)(p—Db)(p—c).

Capitulo 3: Demonstragdes do Teorema de Napoledo
Tendo revisado alguns conceitos da trigonometria e da geometria plana, vamos coloca-

los em pratica nesse capitulo, apresentando trés demonstracdes para 0 Teorema de Napoledo
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que se utilizam de técnicas distintas; na primeira demonstragdo utilizaremos conceitos da
trigonometria; na segunda utilizaremos conceitos da geometria plana; por fim faremos uma
demonstracdo construtiva utilizando arcos capazes.

Para Gonzaga (2015, p.31),

As diversas demonstracdes, propriedades e conhecimentos associados ao teorema de
Napoledo compdem uma gama de técnicas que abrangem diversas areas da
Matematica. E justamente essa diversidade que faz renovada a vitalidade ao teorema.

Defini¢ao 3.1. Dado um triangulo ABC qualquer, sejam os tridngulos equilateros formados
externamente ou internamente sobre cada um de seus lados. Temos que, unindo os baricentros
dos tridngulos equildteros formados externamente, temos um novo tridngulo, chamado de
Triangulo Externo de Napoledo. De forma andloga, unindo os baricentros dos tridngulos
equilateros formados internamente, temos um novo triangulo, chamado de Tridngulo Interno de

Napoledo.

®m

me
w)
-

Figura 15: Triangulo externo de Napoledo Figura 16: Triangulo interno de Napoledo

Fonte: Autor Fonte: Autor

Demonstracio 3.1.
Teorema 3.1. Dado um tridngulo AABC qualquer, os triangulos externo e interno de Napoledo
construidos sobre AABC sdo equilateros.

Vamos demonstrar o teorema apenas para o triangulo externo de Napoledo, e vamos nos

basear na figura 17 a seguir:
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Figura 17: Demonstragdo por trigonometria

Fonte: Autor

Sejam X, Y e Z os vértices do triangulo externo de Napoledo e [ a medida dos segmentos

AX e XB, m a medida dos segmentos CY e YB, e n a medida dos segmentos CZ e ZA. Como 0s

triangulos AAJB, ABKC e ACLA sdo equilateros e X, Y e Z sdo seus baricentros, temos que:
XAB=ZCA=YBC=XBA=YCB =ZAC = 30°.

Aplicando a lei dos cossenos no tridngulo AAXZ, temos que: (i) y? = 1% +n? —
21.n.cos(BAC + 60°).
Aplicando a lei dos cossenos no tridngulo ABYX, temos que: (ii) z? = m? + [? —
2m.l.cos(CBA + 60°).
Aplicando a lei dos cossenos no tridngulo ACZY, temos que: (iii) x? = n? + m? —
2n.m.cos (ACB + 60°).

N A s . , , . 2 .
Num tridngulo a distancia do baricentro a um de seus vértices ¢ igual a 3 do comprimento

da mediana e no tridngulo equilatero o baricentro ¢ também o ortocentro, assim:

No triangulo AABJ, temos que: (iv) | = %

V3 cV3
—c=—
2 3
A 2 V3 V3
No tridangulo ABCK, temos que: (v) m = 35 a= aT
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No tridngulo ACAL, temos que: (vi) n = % :

2
Substituindo algebricamente as equacgdes (iv) e (vi) em (i) temos que: y? = (CT\E) +

2
(B2) - 2.5 25 cos (BAC + 60°), logo (vid) 3y? = c* + b* = 2¢.b. cos(BAC + 60°).

2
Substituindo algebricamente as equagdes (v) e (iv) em (iii) temos que: z2 = (%g) +

2
(?) - 2'% ' ?-COS (CBA + 60°), logo (viii) 3z%> = a? + ¢ — 2a.c.cos(CBA + 60°).

2
Substituindo algebricamente as equagdes (vi) e (v) em (iii) temos que: x? = (193_\/§) +

2
(aT\E) - 2-1)3_\/5 . aT\E cos (ACB + 60°), logo (ix) 3x% = b% + a? — 2b.a.cos(ACB + 60°).

Aplicando a lei dos cossenos nos tridngulos AABL e ABCL, podemos calcular o
comprimento do lado BL, assim obtemos que:

No triangulo AABL: (x) (BL)? = b? + ¢ — 2b.c.cos (BAC + 60°).

No triangulo ABCL: (xi) (BL)? = a? + b? — 2a.b.cos(BAC + 60°).

Portanto, b? + ¢ — 2b.c.cos(BAC + 60°) = a? + b? — 2a.b. cos(BAC + 60°).

Analisando a igualdade, observamos que o lado esquerdo ¢ igual ao segundo termo da
equagdo (vii) e o lado direito ¢ igual ao segundo termo da equagdo (ix). Assim, podemos
reescrever a igualdade concluindo que: 3y? = 3x? > y = x.

Analisando os triangulos AAXZ e ABYX e construindo de forma analoga como nas
demonstragdes acima, encontraremos a igualdade z = y. Logo: x = y = z.

Concluimos entdo que o AXYZ ¢ equilatero e provamos assim o Teorema de Napoledo.

Demonstracao 3.2.
Teorema 3.1. Dado um triangulo AABC qualquer, os triangulos externo e interno de Napoleao
construidos sobre AABC sao equilateros.

Demonstraremos o teorema apenas para o tridngulo externo de Napoledo, e nos

basearemos na figura 18 a seguir:
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R

Figura 18: Demonstragdo por geometria plana

Fonte: Autor

Seja ABC um triangulo qualquer, construiremos em cada lado um tridngulo equilatero.
Como AABP, AACR e ABCQ sio equilateros temos que: BCQ, COB, QBC, ABP, BPA, PAB,
CAR, ARC e RCA = 60°. Consideremos os angulos ACB = a ¢ BAC = 8. Tracemos o
segmento BR e observemos o ABCR. O ABCR ¢ formado por um lado do ABCQ, um lado do
AACR e um angulo entre eles de a + 60°. Tracemos o segmento AQ e observemos o AACQ. O
AACQ ¢ formado por um lado do ABCQ, um lado do AACR e um angulo entre eles de a + 60°.
Pelo caso LAL, os triangulos ABCR e AACQ sio semelhantes, e, portanto, BR = AQ.

Tracemos o segmento PC e observemos o APAC. O APAC ¢ formado por um lado do
AABP, um lado do AACR e um angulo entre eles de f 4+ 60°. Observemos o ABAR. O ABAR
¢ formado por um lado do AABP, um lado do AACR e um angulo entre eles de § + 60°. Pelo
caso LAL, 0 APAC = ABAR e, portanto, BR = PC = AQ.

Pelo resultado apresentado na Demonstracdo 1.3.1., temos que no A equilatero, o
baricentro, ortocentro € incentro sdo coincidentes.

Tracemos as trés alturas dos AABP, ABCQ e AACR. O ponto em que as alturas se
intersectam ¢ chamado de ortocentro. Chamemos o ortocentro dos AABP, ABCQ ¢ AACR

respectivamente de C;, C, e C3. Pelo resultado apresentado no teorema 1.2.1., a parte dividida
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do segmento que contém o vértice ¢ o dobro da outra parte. Assim, a altura dos A equilateros
divide o angulo correspondente ao meio. Assim temos que a altura CD = 3a, logo, CC, = 2a,
C,D = a e BCD = 30°. De forma analoga, a altura CF = 3a, logo, CC3 = 2b, C3F = b ¢
FCA = 30°.

Observemos o ACC,Cs;, temos que C,CC3=60°+a, CC3=2b e CC, = 2a.

Calculando a altura CD do ABCQ, temos que: 3a = B_CT\/E, portanto BC = 2a+/3. Calculando a

CF do AACR, temos que: 3b = C_RT\E, portanto CR = 2b+/3.

Observemos o ABCR, temos que BCR = 60° + @, CR = 2bV/3 e BC = 2a+/3. Pelo
caso LAL, AC,CC; e ABCR sio semelhantes. Considerando C,C; = x, por semelhanca de
triangulos, podemos dizer que BR = xv/3.

Construindo analogamente em AAC; C; e no AABR como no caso anterior, encontramos
C,C; = x.

Construindo analogamente em ABC;C3 e no ABCP BCP como no caso anterior,

encontramos C;C, = x.

Como C;C, = C;C5; = C,C3 provamos o teorema de Napoledo.

Demonstracio 3.3.
Teorema 3.1. Dado um triangulo AABC qualquer, os triangulos externo e interno de Napoleao
construidos sobre AABC sao equilateros.

Segundo Gonzaga (2015, p. 36), “Essa demonstragdo foi desenvolvida pelo canadense
Ross Honsberger (1929), titular da Universidade de Ontario e autor destacado em Matematica
Recreativa”.

Vamos demonstrar o teorema apenas para o triangulo externo de Napoledo, e vamos nos

basear na figura 19 a seguir:
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Figura 19: Demonstragdo por arcos capazes

Fonte: Autor

Sejam as circunferéncias circunscritas aos triangulos equilateros construidos sobre os
lados do AABC, observemos os arcos AB, BC ¢ CA que contém os vértices D, E ¢ F e que
pertencem aos circulos de centros X, Y e Z. Tais circulos circunscrevem os AADB, ABEC ¢
AACF.

Tomemos um ponto qualquer G do arco AC. Considere a reta que passa pelo segmento
AG, ela intersecta o arco AB em um ponto H. Os angulos AHB e AGC sio inscritos nos mesmos
arcos que os angulos ADB e AFC, logo possuem as mesmas medidas em graus que estes. Fica
evidente que o encontro das retas BH e GC se d4 em um ponto [ tal que o dngulo GHI mega
60°. Assim o triangulo AGHI ¢ equilatero.

Como BC ¢ a corda da circunferéncia de centro Y cujo arco determina angulos inscritos
de 60°, temos que o ponto [ pertence ao arco BC. Podemos afirmar que os arcos construidos
em torno do AABC permitem a construgao de um triangulo equildtero que circunscreva o AABC,
levando em conta que cada lado do AABC determina um arco capaz de 60°.

Agora, tracemos perpendiculares a GH, HI e IG pelos pontos Z, X e Y. Essas
perpendiculares determinam os pontos médios sobre os argumentos do tridngulo AGHI
determinados pelos vértices do AABC, temos assim: M; e N; sobre GA e AH, M, e N, sobre
HB e Bl ¢ M3 e N5 sobre IC ¢ CG.

Primeiramente, consideraremos os pontos médio M; e N; e os pontos X e Z. Tracemos
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por X uma reta paralela ao segmento GH, ela intersectara o segmento ZM; em um ponto J;,
formando o retAngulo XJ; M; N;. Como M; e N; sdo pontos médios, temos que: GH = 2M;N; =
2], X. Observe que o tridngulo AXJ,Z é retAngulo, com catetos XJ; e /;Z e a hipotenusa XZ.
Como XJ; é um cateto do tridngulo retingulo AXJ;Z, logo, ndo ¢ maior que a hipotenusa XZ.

Como XJ; é paralelo a GH, observamos que se G estd muito proximo de A, o tridngulo
retangulo AXJ;Z ¢ externo ao Triangulo de Napoledo XYZ, mas se G esta muito proximo de C,
o triangulo retangulo AXJ;Z ¢ interno ao Triangulo de Napoledao XYZ. Assim, concluimos que
existe G € AC tal que o lado XJ; do tridngulo AXJ,Z coincide com a hipotenusa XZ, atigindo
seu comprimento maximo: XJ; = XZ.

Considerando os pontos médios M, e N, ¢ o ponto Y. Tracemos por Y uma reta paralela
ao segmento HI, ela intersectard o segmento XM, em um ponto J,, formando o retingulo
YJ,M,N,. Analogamente, no tridngulo AX/,Y temos que o arco AB possui um ponto H no qual
o cateto Y], atinge o seu maximo comprimento, equivalendo a XY

Considerando os pontos médios M5 ¢ N5 € o ponto Z. Tracemos por Z uma reta paralela
ao segmento IG, ela intersectard o segmento YM; em um ponto J3, formando o retingulo
Z]3M3N5. Analogamente, no tridngulo AY /3 Z temos que o arco BC possui um ponto I no qual
o cateto ZJ5 atinge o seu maximo comprimento, equivalendo a YZ.

Como GH = 2X];, o comprimento méaximo que GH pode assumir é 2XZ.
Analogamente, o comprimento maximo que HI e IG podem assumir é 2XY e 2YZ,
respectivamente.

Como o AGHI ¢ sempre equilatero, seus lados assumem seu comprimento maximo ao
mesmo tempo, ou seja, 2XZ = 2XY = 2YZ o que implica que XZ = XY = YZ Entdo o AXYZ

¢ equilatero.

Consideracoes finais

Neste trabalho, procuramos estudar algumas abordagens distintas para o Teorema de
Napoledo e demonstrar algumas possibilidades de se trabalhar ndo s6 a Geometria Plana e a
Trigonometria separadamente, mas sim, ambas juntas, de forma a obter novos resultados e
novas interpretacGes para resultados ja conhecidos. Nosso objetivo inicial era detalhar trés
demonstracdes distintas para o Teorema principal, utilizando abordagens diferentes. No
decorrer do estudo, a terceira demonstracdo se tornou um ponto chave da pesquisa, pois nela

estdo contidos conceitos trigonométricos e geométricos em sintonia, evidenciando a
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importancia de utilizar diferentes caminhos para resolver um mesmo problema. A utilizagdo
dessa diversificacdo de ideias e conceitos faz com que os campos da Geometria Plana e da
Trigonometria se tornem mais interessantes (para o leitor, para o aluno e para o professor).
Optamos por abordar o triangulo externo de Napoledo por permitir uma melhor
visualizacdo em funcéo das figuras desenvolvidas. Além da interdisciplinaridade com contextos
historicos, existem diversas outras propostas de demonstracdes e propriedades provenientes da
configuracio de Napoledo. Tais propostas utilizam conceitos como a Algebra Linear, NGmeros
Complexos, Geometria Sintética, Transformacbes do Plano, entre outros que permitem as

possiveis continuagdes deste trabalho.

Referéncias

CRONIN, V. Napoledo: uma vida, 1° ed. Barueri-SP, Amarulys Editora, 2013.

DOLCE, Osvaldo. Fundamentos de matematica elementar: geometria plana. 9* ed. Sao
Paulo: Saraiva Didaticos, 2013.

GONZAGA, Gean Carlos Sousa. Teorema de Napoledo: Origem, demonstracdes e
aplicagdes. 2015. 1 recurso online (84 p.) Dissertacdo (mestrado) — Universidade Federal de
Goias, Instituto de Matematica e Estatistica, Goids — GO. Disponivel em:
<https://repositorio.bc.ufg.br/tede/bitstream/tede/4916/5/Disserta%C3%A7%C3%A30%20-
%20Gean%20Carlos%20Sousa%20Gonzaga%20-%202015.pdf>. Acesso em 05/01/2021.

IEZZ1, Gelson. Fundamentos de matematica elementar: trigonometria. 9° ed. Sdo Paulo:
Saraiva Didaticos, 2013.

REIS, G.A.; TSUCHIYA, L. Y., AUGUSTINI, E. Complexidade Algébrica em
Demonstracoes de Geometria Euclidiana Plana: o Teorema de Napoledo e Propriedades.
Revista Cientifica Eletronica da Faculdade de Matemadtica - FAMAT - Universidade Federal de
Uberlandia - UFU - MG, Uberlandia, n. 9, p.231-258, out/2007. Disponivel em:
<http://www.pet.famat.ufu.br/sites/pet.famat.ufu.br/files/ArtigoLucianaGabriela2.pdf> Acesso
em 19/10/2021.

RODRIGUES, Rosimeire dos Santos. SABIAO, Roseline Martins. A histéria da matematica
e a importincia da geometria. Revista Cientifica Multidisciplinar Nucleo do Conhecimento.
Ano 04, Ed. 06, Vol. 01. pp. 96-110 Jun/2019. ISSN: 2448-0959. Disponivel em:
<https://www.nucleodoconhecimento.com.br/matematica/historia-da-matematica>. Acesso em
09/03/2021.

SILVA, Denis Apolinario. Trigonometria e Geometria: Uma abordagem conjunta. 2014.
Dissertagdo (mestrado) - Universidade Federal de Roraima - RR. Disponivel em:
<http://www.bdtd.ufrr.br/tde_busca/arquivo.php?codArquivo=192>. Acesso em 09/05/2021.

Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia — Campus Caraguatatuba

23



