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EPIGRAFE
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RESUMO

Este trabalho explora a importancia de introduzir o estudo de vetores no ensino médio,
propondo que esse conceito fundamental seja ensinado desde cedo para enriquecer
o curriculo matematico e facilitar a compreensdo dos alunos em geometria e algebra.
A inspiracao veio das dificuldades enfrentadas pela autora na disciplina de Vetores e
Geometria Analitica durante a licenciatura, revelando uma lacuna significativa na
preparagao matematica pre-universitaria. O texto revisa literatura que suporta a
introducdo precoce de vetores na educacado, como os trabalhos de Assemany (2017),
que sugere a inclusdo de vetores ja no ensino fundamental, demonstrando que isso
oferece aos estudantes uma ferramenta adicional para resolver problemas
matematicos tradicionais de maneiras mais intuitivas. Para ilustrar a aplicabilidade dos
vetores, sao propostas atividades que abordam desde a determinagdo de pontos
medios e distancias minimas até a verificagao da colinearidade e o calculo de areas
usando coordenadas. Essas atividades visam mostrar uma forma alternativa de
resolver problemas matematicos no ensino médio. Assim, o estudo de vetores pode
acrescentar uma nova ferramenta matematica aos estudantes. Em suma, o trabalho
defende uma mudanca curricular que integre os vetores como parte do ensino médio,
preparando melhor os alunos para futuros estudos académicos em ciéncias exatas e
matematica. A implementagcdo dessa mudanga requer planejamento cuidadoso e
apoio aos educadores para garantir que todos os alunos possam se beneficiar sem se
sentir sobrecarregados.

Palavras-chave: Vetores; Ensino Médio; Matematica; Geometria Analitica.



ABSTRACT

This work explores the importance of introducing the study of vectors in high school,
proposing that this fundamental concept be taught early on to enrich the mathematical
curriculum and facilitate students' understanding in geometry and algebra. The
inspiration came from the difficulties faced by the author in the subject of Vectors and
Analytical Geometry during her undergraduate studies, revealing a significant gap in
pre-university mathematical preparation. The text reviews literature that supports the
early introduction of vectors in education, such as the work of Assemany (2017), which
suggests the inclusion of vectors as early as elementary school, demonstrating that
this provides students with an additional tool to solve traditional mathematical problems
in more intuitive ways. To illustrate the applicability of vectors, activities are proposed
that range from determining midpoints and minimum distances to verifying collinearity
and calculating areas using coordinates. These activities aim to show an alternative
way to solve mathematical problems in high school. Thus, the study of vectors can add
a new mathematical tool for students. In summary, the paper advocates for a curricular
change that integrates vectors as part of high school education, better preparing
students for future academic studies in exact sciences and mathematics. The
implementation of this change requires careful planning and support for educators to
ensure that all students can benefit without feeling overwhelmed.

Keywords: Vectors; High School; Mathematics; Analytical Geometry.
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1. INTRODUGAO

A inspiracao para o referido trabalho veio das dificuldades encontradas por
mim e, pelos demais colegas de classe, no segundo semestre do curso de licenciatura
de matematica, especificamente na disciplina de Vetores e Geometria Analitica. Pude
observar que essa dificuldade foi gerada pela grande lacuna deixada pelos anos
escolares anteriores. Alunos reafirmam que, se tivesse visto vetores no ensino médio,
com certeza essa disciplina ndo seria tdo “assustadora”, mesmo no curso de
Licenciatura em matematica e as dificuldades enfrentas pela turma seria menores ou
quase nula, desde a compreensao de conceito de Vetores bem como na interpretacéo
e na resolucao dos exercicios e atividades propostas em sala de aula pela professora.
Partindo, desse pressuposto, atraves de pesquisas, descobri que muitos educadores
e muitos agentes envolvidos com a educacao ja haviam percebido a necessidade da
introducdo e ensino de vetores no ensino méedio e, suas pesquisas, trabalhos e
propostas foram alavancas para iniciacdo desse trabalho.

Em virtude disso, o presente trabalho tem como objetivo ressaltar a
importancia do estudo e da aplicacdo de vetores no ensino medio desde o primeiro
ano. Dentro das pesquisas feitas, observei que ja ha trabalhos que abordam a
tematica envolvendo vetores, por diferentes autores, que acreditam, ndo s6 na
importancia, mas também que introduzir o estudo de vetores desde o primeiro ano do
ensino medio e nos demais subsequentes, contribui para o enriquecimento curricular
do aluno, para além do conhecimento. Abordar e trabalhar os conceitos de vetores e
ensinar como podem ser utilizados por esses alunos, e isso independe se pretendem
fazer faculdade de exatas ou ndo, pode mostrar a eles uma outra forma de resolver
problemas matematicos, por exemplo de geometria plana e analitica, e por muitas
vezes de maneira mais simples e até de forma mais rapida, otimizando o tempo.

Dentre as minhas pesquisas, um trabalho, que considero muito importante na
defesa do uso de vetores no ensino medio, € o da autora Assemany (2017). Em seu
trabalho, a autora aponta que os estudos apresentados por Bittar (2013) justificam a
utilizagdo dos vetores nos programas curriculares desde o 4° ciclo do ensino
fundamental, citando como exemplo, como ocorre nas escolas francesas. A referida
autora mostra, atraves do “Registros das Representagdes Semioticas” de Duval, que
a Geometria Vetorial se configura para o aluno como um ganho de mais uma
ferramenta na resolugdo de problemas ja conhecidos, quando & apresentada
inicialmente como um ente geomeétrico para resolver problemas de geometria e

também como um ente matematico.
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Assemany (2017) , ainda aponta estudos sobre as dificuldades dos alunos
na aprendizagem do conceito de vetor. Para fundamentar a sua proposta, em
trabalho decampo, a autora buscou valorizar a visdo geomeétrica dos alunos,
incentivando esse olhar aos assuntos abordados em todo o ensino médio, inclusive
aqueles nos quais ainterpretacdo tradicionalmente explorada € exclusivamente
algebrica. A autora considera o ensino de vetores “como basico e primordial para
conteudossubsequentes”. e cita exemplos para demonstrar em tese sua teoria:

' A construgao da representacdo grafica de uma circunferéncia, atraves
do conceito de modulo de vetor.

' A possibilidade de explorar a geometria euclidiana no plano cartesiano.

' A determinacao da funcdo afim a partir do estudo da equacdo da reta.

' A constituicdo da expressao algébrica de uma determinada fungao ou
deuma conica, a partir de sua designagcdo mais simples, através do conceito da
translacao.

' A translacao de graficos de fungdes ou de cdnicas.

Muitas vezes o aluno tem dificuldades de compreender e de resolver certas
operagdes matematicas pelo metodo tradicional e insistir na mesma metodologia,
comlistas exaustivas de exercicios com a mesma aplicagdo, pode nao surtir o efeito
esperado do conhecimento chegar a todos de maneira que todos, dentro de uma
mesma sala de aula, tenha a autonomia e dominio deste conhecimento para
resolver qualquer exercicio que l|he for ofertado ou exigido em qualquer
circunstancia. Os alunos com dificuldades parecem menos interessados nas aulas
de matematica e, acabam por n&o ter autonomia e autoconfianca nas resolugdes de
exercicios, dificultando ainda mais nas proximas etapas. Mostrara esse aluno um
caminho alternativo, pode ser a chave certa para aproxima-lo da matematica e o
que era dificil pode se tornar agradavel e até facil aos olhos deste aluno.

Por exemplo, muitas vezes, quando o professor esta apresentando um
determinado conteudo e por alguma razdo ndo compreendemos, recorremos a um
colega de classe, que compreendeu o conteudo e entendeu como resolver certa
operacao de matematica, e quando este nos explica, € como se tirasse o véu da
dificuldade que estava nos separando daquele conteudo. O que mudou foi a esséncia
do conteudo? Claro que nao, o que mudou entdo? Talvez a maneira explicada pela

visdo do colega, ou pode ser que este outro aluno tenha aplicado ou usado uma



13
metodologia diferente daquela do professor, que tornou mais facil de compreensao
para o aluno com dificuldade.

Se fizermos uso de vetores, em determinados problemas ou situagdes de
geometria plana e analitica, estaremos mostrando um outro jeito de resolver alguns
problemas matematicos e, para que isso aconteca, ndo € necessario descartar os
meétodos tradicionais ou substitui-los, bastaria acrescentar como uma ferramenta a
mais para ensinar o mesmo conteudo para os mesmos alunos so que sob outra
perspectiva, € com isso os alunos tém a oportunidade de compreender e resolver
as mesmas operagdes por uma metodologia diferente e sob outro olhar matematico.
Quem sabe com isso podemos despertar nos alunos o interesse de procurar ou até
de desenvolver outras e novas formas de resolver exercicios matematicos, que
muitasdas vezes lhes aparece tdo sem gragca pelo método que sempre lhe é
oferecido.

Chalenga (2018) apresentou uma proposta de introducdo do estudo de
vetores no ensino medio. O autor relata que o tempo gasto com a apresentacao de
vetores para este nivel € recompensado com maior facilidade na abordagem de
alguns topicos, na resolucdo de problemas e generalizagdo dessas solugdes. Ele
destaca que o conceito de vetor deve ser apresentado tanto do ponto de vista
geometrico (colegcdo de segmentos equipolentes) quanto do ponto de vista algebrico
(caracterizado por coordenadas) com abordagens condizentes com este nivel de
ensino. Em seu trabalho sé@o apresentadosalguns exercicios para comparagao da
resolucao de problemas sem uso ecom o uso de vetores, reafirmando o uso de
vetores como instrumento complementar tanto para os alunos como para os
professores. Ele traz ainda algumas demonstragcdes simples de segmentos
orientados e segmentos equipolentes com moddulo, diregédo e sentido e ressalta a
importancia da introducéo e ensino de vetores ocorrer desde o primeiro ano do
ensino médio.

O autor destaca que, o uso de vetores no ensino medio ja ocorre em alguns
topicos da fisica, entretanto este assunto ndo € abordado nas aulasde matematica.
Assim, na opinido do autor, este conteudo fica sem uma apresentacdomais didatica
e formal provinda da Geometria Analitica. O autor ressalta que o estudode vetores
tem papel fundamental em diversas areas das ciéncias, como fisica, astronomia,

entre outras, e seu aprendizado no ensino meédio, em matematica,prepararia melhor
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os alunos para a continuagao de seus estudos académicos e facilitaria a absorgao
do conteudo de Geometria Analitica.

Outro trabalho que também defende o ensino de vetores no ensino medio é
ode Rigonatto (2018). Nele e apresentada uma proposta de introdugdo ao estudo
dosvetores no nivel médio, com o intuito de oferecer uma possibilidade mais ampla e
clarapara algumas demonstragées matematicas, aplicagées e seu uso em outros
campos,como na fisica, por exemplo. Além disso, o autor destaca que essa
abordagem podetornar algumas demonstracdes da trigonometria, das geometrias

analitica e plana

mais ludicas e compreensiveis. Além disso, o ensino de vetores nesse nivel pode
proporcionar pré-requisitos para futuros estudos nas areas das “Ciéncias Exatas”, e
esses conceitos podem ser utilizados como ferramenta para resolver questdes
matematica e para os estudantes terem autonomia e confianga para aplicarem onde
achar confortavel.

Outro autor que traz em seu trabalho essa importancia € Salvatore (2019).
Ele, em seu trabalho de conclusdo de curso, ressalta dois pontos importantes do
usode vetores na resolugcado de problemas:

. Facilita o entendimento dos conceitos e demonstracdes.

. Agiliza a resolugdo de problemas, o que otimiza o tempo.

Segundo Salvatore, a grande a maioria dos livros didaticos de matematica
disponiveis no ensino médio nao trata desse assunto. Ele destaca que o trabalho
comvetores deve proporcionar aos estudantes, inicialmente, compreensdo do
conceito,tanto do ponto de vistas geometrico, como do ponto de vista algébrico, para
que osalunos sejam capazes de interpretar a representagdo geomeétrica da soma de
vetores,da multiplicagcdo de vetor por um escalar e de compreender a relagao entre
vetores e as transformagdes isomeétricas (reflexdo, rotacdo e translacdo)”
(SALVATORE, 2019).

De forma geral, os trabalhos citados ressaltam n&o a importancia de
introduziro estudo sobre vetores, de forma que os alunos obtenham uma base sdlida
desse conteudo. Base essa que servira de suporte ndo so para a resolugdo de
problemas, como também para o estudo de outros conteudos como, exemplo:
campo elétrico, eletricidade, aceleragdo e outros mais. Todos os autores citados

destacam que esse estudo deve ocorrer desde o primeiro ano do ensino médio.
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Entdo pergunto: por que ndo usarmos vetores para explicar e resolver certos
conteudos matematicos ja no ensino médio? O objetivo desse trabalho € mostrar
umamaneira que isso pode ocorrer. Para isso, serdao apresentadas as definigdes,
propriedades e teoremas importantes envolvendo o tema e, na sequéncia,

atividadesque poderiam ser aplicadas no ensino médio.
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2. REFERENCIAL TEORICO
Neste capitulo, serdo apresentadas as principais definicbes e conceitos
envolvendo vetores, de acordo com Steinbruch e Winterle (2003).
2.1. DEFINICOES
2.1.1. RETA ORIENTADA
2.1.2. SEGMENTO ORIENTADO
Um segmento orientado € determinado por um par ordenado de pontos, o
primeiro chamado origem do segmento, o segundo chamado extremidade. O
segmento orientado de origem A e extremidade B sera representado por AB e,
geometricamente, indicado por uma seta que caracteriza visualmente o sentido do

segmento.

B

A

Figura 2 — Segmento Orientado. Fonte: elaborada pela autora.

2.1.3. SEGMENTO NULO

E aquele cuja extremidade coincide com a origem.

A—B

Figura 3 — Segmento Nulo. Fonte: elaborada pela autora.

2.1.4. SEGMENTO OPOSTO
Se AB é um segmento orientado, o segmento orientado BA € oposto a AB.
Neste caso, a extremidade de um € a origem do outro e a origem de um é a

extremidade do outro.

B

A

Figura 4 - Segmento Oposto. Fonte: elaborada pela autora.
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2.1.5. MEDIDA DE UM SEGMENTO
Fixada uma unidade de comprimento, a cada segmento orientado pode-se
associar um numero real, ndo negativo, que € a medida do segmento em relagéo
aquela unidade. A medida do segmento orientado € denominada comprimento,
modulo ou norma. O comprimento do segmento AB é indicado por AB. Por exemplo,
na Figura 5, AB = 5u.

Figura 5 - Medida de um segmento. Fonte: elaborada pela autora.

E importante observar que os segmentos nulos tém comprimento zero e que

segmentos opostos possuem a mesma medida.

2.1.6. DIREGAO E SENTIDO
Dois segmentos orientados n&o nulos AB e CD tém a mesma direcao se as
retas suportes desses segmentos sao paralelas ou coincidentes e possuem o mesmo
sentido se a orientagao for a mesma. Na Figura 6, por exemplo, AB e CD possuem
mesma direcdo, mas sentidos opostos.
SO se pode comparar os sentidos de dois segmentos orientados se eles
tiverem a mesma diregdo. Dois segmentos opostos possuem mesma diregcdo, mas

sentidos opostos.

Figura 6 - Dire¢do e Sentido - Fonte: elaborada pela autora.
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2.1.7. SEGMENTOS EQUIPOLENTES

Dois segmentos orientados AB e CD sao equipolentes quando possuem a
mesma dire¢do, o mesmo sentido e o mesmo comprimento, como os da Figura 7. A

equipoléncia entre os segmentos AB e CD é representada por AB ~ CD.

B D

A C

Figura 7 - Segmentos Equipolentes. Fonte: elaborada pela autora.

Dois segmentos nulos sdo sempre equipolentes.
21.8. VETOR
Vetor determinado por um segmento orientado AB € o conjunto de todos os
segmentos equipolentes a AB. Se indicarmos por ¥ este conjunto, e seja XY um

segmento qualquer do conjunto, simbolicamente podemos escrever:

% = {XY | XY~AB}.

/B

Figura 8 - Vetor. Fonte: elaborada pela autora.

Seguem algumas observacdes importantes sobre essa defini¢cao:

e O vetor determinado pelo segmento AB ¢é indicado por AB.

¢ Um mesmo vetor AB é determinado por uma infinidade de segmentos

orientados, chamados representantes deste vetor, todos equipolentes
entre si. Assim, qualquer um destes representantes determinam o

mesmo vetor.
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e As caracteristicas de um vetor sdo as mesmas de qualquer um de seus
representantes, isto €: a norma (ou médulo ou comprimento), a dire¢ao
e o sentido do vetor sdo a norma, a direcao e o sentido de qualquer um

de seus representantes.

e Vamos denotar a norma de ¥ por ||7]|.
. D = ~ . »
e Dois vetores AB e CD sao iguais se, e somente se, AB ~ CD.
¢ Os segmentos nulos, por serem equipolentes entre si, determinam um

unico vetor, chamado de vetor nulo e denotado por 0.
e Dado um vetor ¥ = AB, o vetor BA éo oposto de AB e é denotado
por —AB ou —7.

e Se ||¥|| = 1, dizemos que ¥ é um vetor unitario.

2.1.9. VERSOR

O versor de um vetor ndo nulo U & o vetor unitario de mesma direcdo e sentido

—* . —_— — ~ TSR] .
de v. Na Figura 9, 1, e u, sao unitarios, pois ambos possuem norma 1, e possuem
a mesma direcdo de v. No entanto, apenas u_f tem o mesmo sentido de V. Portanto

apenas U, & um versor de V.

<l

o~

Figura 9 - Versor de um vetor. Fonte: elaborada pela autora.

2.1.10. VETORES COLINEARES

Dois vetores U e ¥ sdo colineares, ou paralelos, se tiverem a mesma direc3o.

— —_—
Ou seja, se tiverem representantes AB e CD pertencentes a uma mesma reta ou a

retas paralelas, como ocorre na Figura 10.
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Figura 10 - Vetores colineares. Fonte: elaborada pela autora.

2.1.11. VETORES COPLANARES

~ — = —> - A~ e
Se os vetores ndo nulos U, v e W possuem representantes AB, CD e EF

pertencentes a um mesmo plano 1T, dizemos que eles sao coplanares.

E,ﬁ/’t) UT/F

Figura 11- Vetores coplanares. Fonte: elaborada pela autora.

E importante ressaltar que dados dois vetores U e ¥ quaisquer, eles sdo
sempre coplanares, pois sempre podemos tomar um ponto no espago e, com origem
nele, determinar representantes de 1 e U pertencentes a um plano T que passa por

este ponto.

2.2. OPERAGCOES COM VETORES
2.2.1. ADIGAO DE VETORES

Sejam U e VU dois vetores quaisquer e S o vetor que representa a soma entre
eles, § = U + U, podemos determinar S das seguintes maneiras:
2.2.1.1.REGRA DO POLIGONO
Utilizando representantes de U e ¥ tais que a extremidade de um se encontre
com a origem do outro, para determinar S basta fechar o poligono, tragando um

segmento que una a origem do primeiro com a extremidade do segundo. O sentido de

S sera do inicio do primeiro vetor ao final do segundo, como na Figura 12.
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£l
=l

=l

|

s

Figura 12 — Regra do Poligono. Fonte: Elaborada pela autora.

2.21.2. REGRA DO PARALELOGRAMO
Utilizando representantes de % e ¥ tais que as origens de ambos sejam
coincidentes, pela extremidade de cada um deles, devemos tragcar um segmento

paralelo ao outro, formando um paralelogramo. O vetor S é a diagonal do

paralelogramo, de forma que te, a mesma origem de U e ¥, como na Figura 13.

i i -
';; .‘\‘\
- »
5 .
Vv P

Figura 13 - Regra do Paralelogramo. Fonte: elaborada pela autora.

Note pelas Figuras 12 e 13 que o vetor soma € o mesmo, independente da

regra utilizada para determina-lo.

2.2.1.3. PROPRIEDADES DA ADIGAO DE VETORES

A adicao de vetores possui as seguintes propriedades:
e Comutativa:d + U = ¥ + U.
o Associativa: (U + V) + W = U + (U + w).
e Existéncia do elemento neutro: 7 + 0 = 0 + 1 = 7.
e \/etor oposto: Qualquer que seja v, existe um Unico vetor —7, tal que

b+ (-%) =0.
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2.2.2. SUBTRAGAO DE VETORES

23 — - . . — . -
O vetor d = 1 — ¥ é denominado de diferenga entre U e ¥. Para determina-

lo, basta somarmos 1 com o oposto de U, —vU. Ou seja, d = U + (—7).

2.2.3. PRODUTO DE UM VETOR POR UM NUMERO REAL
Dado um vetor U # 6 e um numero real (ou escalar) k # 0, denomina-se de
produto de k por U, o vetor p = kv tal que:
o |Ipll = 1k« |7
e P tema mesma diregdo de V.

e P tem o mesmo sentido de U, se k>0 e sentido oposto se k<0.

=

— — — 1
Na Figura 14 séo apresentados dois exemplos p; = 2u e p, = — SV

]
Y

e - <y

N
I
I

P =
<i

>~
-

Figura 14 - Produto de um vetor por um numero real. Fonte: elaborada pela autora.

Seguem algumas observagdes importantes sobre essa operagao:
e Sek=0o0uv =0, o produto kv é o vetor 0.

-
e Seja um vetor kU, com ¥ # 0. Se fizermos com que o nimero k
percorra todo o conjunto dos numeros reais, obteremos todos os

infinitos vetores colineares, ou paralelos, a V.

-

— g - . - . 1
e O versorde um vetor v # 0 é o vetor unitario 1_1,} = ﬁ * V.
v

2.2.3.1. PROPRIEDADES DO PRODUTO DE UM VETOR
POR UM NUMERO REAL
Essa operacdo possui as seguintes propriedades:
e Associativa: a * (bv) = (a * b)v.
e Distributiva em relagéo a adi¢cao de escalares:

(a+ b)v = av + bv.
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e Distributiva em relagao a adi¢cao de vetores:

ax*(U+7v)=au+av.

—

e |dentidade: 17V = 7.

2.3. VETORES NO PLANO

Dados dois vetores v; e v_z’ ndo colineares, qualquer que seja U (coplanar a

R —_— . N - . e —_— . - .,
V; e V,) pode ser escrito como uma combinagao linear de v, e v,. Dizer que v € uma
i ~ . —_— — . . . . . .
combinacao linear de v, e v, € o mesmo que dizer que existem dois numeros reais
a, e a, tais que:
— — —
v = a1U1 + azvz .

As Figuras 15, 16 e 17 apresentam trés exemplos ilustrando situagdes
distintas em que dados vetores U, e 1, ndo colineares e um vetor arbitrario coplanar
U, sempre é possivel formar um paralelogramo em que os lados sdo determinados
por a, v, e a,v,, ou seja, sempre é possivel determinar a, e a, tais que U seja uma

. ~ . —_— —
combinacao linear de v, e v,.

Figura 15 - Decomposi¢do de um vetor no plano com a+, a->0. Fonte: elaborada pela autora.
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Figura 16 - Decomposicao de um vetor no plano com a+>0 e a»<0. Fonte: elaborada pela autora.

St

Figura 17 - Decomposicao de um vetor no plano com a=0 e a>>0. Fonte: elaborada pela autora.

2.3.1. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR
Dado um conjunto de vetores, quando um for combinagao linear dos outros,
dizemos que o os vetores desse conjunto sao linearmente dependentes (LD), ou que
o conjunto € LD. Caso nao seja possivel escrever nenhum vetor como combinagao
linear dos demais, os vetores do conjunto s&do linearmente independentes (LI).

e Dado um conjunto com um unico vetor, por definicdo, esse

-
conjunto é LD se o vetor desse conjunto for o vetor nulo 0 e é LI,

caso contrario.
e Dado um conjunto de dois vetores, ele € LD se ambos forem

colineares (ou paralelos), ja que nesse caso sempre € possivel
— — . .
escrever v; = Kkv,, em que ké um numero real. Caso os vetores

do conjunto ndo sejam colineares, o conjunto é L.
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e Dado um conjunto de trés vetores, ele € LD se todos forem

coplanares, ja que neste caso, como dito anteriormente, sempre
. . — — —
e possivel escrever v3 = a4V + a,v,. Caso um dos vetores

do conjunto ndo estiver no mesmo plano que os outros dois, entao
o conjunto € LI.
e Dado um conjunto de quatro ou mais vetores, esse conjunto é

sempre LD.

2.3.2. BASES
Um conjunto de vetores LI € chamado de base. No caso do plano (R;) um
conjunto com dois vetores LI € uma base, ou seja, dois vetores nao colineares formam
uma base do plano.

Uma base B do plano formada pelos vetores v_{ e 17_2) € denotada por
B = {vy,v3}.
Se B é uma base do plano, todos os vetores ¥ do plano podem ser escritos
— e e . . ~
como vV = aqVq + a,v,. Os numeros reais as € a2 sdo chamados de componentes
ou coordenadas de ¥ em relagdo a base B e podemos escrever v = (aq,a2)p.
Na Figura 18 é apresentado um exemplo no qual seja B = {v{,V;},

v'=(2,3)s.

Figura 18 - Base no plano. Fonte: elaborada pela autora.

Quando os vetores de uma base forem unitarios (norma igual a 1) e

perpendiculares entre si, dizemos que essa base € uma base ortonormal.

2.3.3. ABASE CANONICA
Existem infinitas bases ortonormais do plano, porém uma delas é

particularmente importante. Trata-se da base formada pelos vetores com origem
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coincidente com a origem do plano cartesiano e com extremidades nos pontos (1, 0)
e (0, 1). Esses vetores sd@o unitarios e perpendiculares entre si, e séo,

respectivamente, os versores do eixo x e do eixo y do plano cartesiano. Esses

~ . . . = = N .
versores sao simbolizados, respectivamente, por 1 e J e a base {l,]} & chamada de

base candnica do plano. Nesse trabalho, a menos que haja referéncia contraria, a

base utilizada sempre sera essa.

Y A
14
J
- == v
ol 71 x

Figura 19 - Base candnica do plano. Fonte: elaborada pela autora.

2.3.4. EXPRESSAO ANALITICA DE UM VETOR
Fixada a base {Z,}} fica estabelecida uma relagdo biunivoca entre os vetores

do plano e os pares ordenados (x,y) de numeros reais (os pontos do plano). Nestas

condigbes, cada vetor ¥ do plano pode ser associado com um par de nimeros reais
~ — P
(x,y) que sao as coordenadas de v na base candnica.
Assim, o vetor ¥ = xi+ yJ pode ser representado por U = (x,y),
denominada expressio analitica de V. Se formos representar geometricamente esse

vetor no plano cartesiano, ele tem origem em O(0,0) e extremidade em P(x,y).

4 P(x, y)

X )

Figura 20 - Expressao Analitica de um vetor no plano. Fonte: elaborada pela autora.
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Por exemplo, os vetores U = 21+ 3], U =1 — J,W = 4] e Z = —71 podem
ser representados analiticamente por ¥ = (2,3), u = (1.

(—7,0) e geometricamente pela Figura 21.

=l

m______________
¥

=

[ R

Figura 21 - Expressao Analitica de um vetor no plano - Exemplo. Fonte: elaborada pela autora.

2.3.5. IGUALDADES E OPERAGCOES
2.3.5.1. IGUALDADE DE VETORES NO PLANO

Dois vetores 1l = (x;,y;) e U = (x,,Y,) sdo iguais, escreve-se U = U se,
e somente se, suas coordenadas correspondentes forem iguais, ou seja x; = X, e
Y1 = Y2
2.3.5.2. OPERAGCOES COM VETORES NO PLANO
Dados dois vetores U = (x,y;) e U = (X5,V,) e um nimero real k, com a
expressao analitica de um vetor no plano, define-se:

. Soma:§=ﬁ'+f5=(x1+x2,y1 +y2)
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Figura 22 - llustragdo da express&o analitica da soma de dois vetores no plano. Fonte: elaborada
pela autora.

o ku=(k*xxy,kxy).

2.3.6. VETOR DEFINIDO POR DOIS PONTOS
Muitas vezes, um vetor € representado por um segmento orientado que nao
parte da origem do sistema cartesiano. Neste caso, podemos encontrar um
representante deste vetor que parte da origem do sistema, assim encontramos suas
coordenadas na base candnica e podemos fazer as operagdes, como definidas

anteriormente.

Consideremos o vetor E, de origem no ponto A(xy,V4) e extremidade em
B(xgp,Vg), € os vetores ﬁ, e ﬁ, com origem em O(0,0) e extremidade em A e B,
respectivamente. Sabemos que 0A = (x4,V4) € OB = (xg,yYg). Utilizando a regra
do poligono, podemos observar pela Figura 23 que ﬁ + AB = EB), 0 que implica
que AB = OB — 0A = (x5, Y5)- (Xa,¥a)- Logo, AB = (Xz=Xa, Y5 = V).

YA

i
>
X

0

Figura 23 - Vetor definido por dois pontos. Fonte: elaborada pela autora.
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2.4. VETORES NO ESPACO
Todo o estudo de vetores no plano pode ser realizado no espago (R3) de forma
analoga, considerando as adequacgdes necessarias. No espaco, qualquer conjunto

{v_l’, 3, v_3’} de trés vetores nao coplanares € uma base e, de forma analoga ao plano,
todo vetor U do espago & combinacdo linear dos vetores da base, isto &, sempre
existem escalares a4, a, e a; tais que
U =a,V;, +ayV, + asv; .
Os numeros a4, a, sao as coordenadas, ou componentes, de U em relacdo a

base considerada.

<l

T

Figura 24 - Decomposig¢&do de um vetor no espago com a+, az e as>0. Fonte: elaborada pela autora.

2.4.1. A BASE CANONICA DO ESPACO

- = —¥ —

A base candnica do espago € o conjunto {i,j,k} , sendo 1,] e Kk,

respectivamente, os versores dos eixos x, y e z, os vetores com origem em (0,0,0) e
extremidade nos pontos (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) do espacgo, respectivamente. Esses
trés vetores sdo unitarios e, ao compararmos dois a dois, sempre possuem 90° entre

si, ou seja, trata-se de uma base ortonormal.

“A

Figura 25 - Base Candnica do espacgo. Fonte: elaborada pela autora.



2.4.2. REPRESENTANDO VETORES NO ESPACO

Cada ponto P do espacgo vai corresponder a uma terna (a,b,c) de numeros
reais, chamadas de coordenadas de P e denominadas abscissa, ordenada e cota,
respectivamente. Para representarmos P no espaco, devemos encontrar inicialmente
um ponto P'em um dos planos. Por exemplo, podemos desenhar o ponto P= (a,b,0)
no plano xy. Na sequéncia temos que transladar com P’ na diregdo do outro eixo, no
caso z. Assim P'ira transladar |c| unidades para cima ou para baixo (dependendo do
sinal de ¢), determinando assim o ponto P. Repare que P € o vértice oposto a origem
0(0,0,0) do espaco de um paralelepipedo de arestas medindo |a|, |b| e |c|.

“A “A Z)

c Cut

=y
=<y

Figura 26 - Representando um ponto no espaco. Fonte: elaborada pela autora.

Utilizando esse procedimento e sabendo que um vetor ¥ = xI + yJ + zk
geometricamente pode ser representado como um vetor com origem em 0O(0,0,0) e
extremidade em P=(x,y,z), ou seja, UV = ﬁ", o vetor ¥ pode ser representado no
espaco como apresentado na Figura 27. Para simplificar, assim como no plano,

.
escreveremos v = (X, Y, Z).

X

Figura 27 - Representando vetores no espaco. Fonte: elaborada pela autora.
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2.4.3. IGUALDADE E OPERAGCOES

Da mesma forma que ocorre no plano, dados dois vetores U = (xq,¥q,7;) €
U = (x2,¥32,2>), € um nimero real k, teremos no espago:
e Igualdade: U e ¥ sdo iguais se, e somente se, X; = X5, V; = V5, €
Zy = Zy.
e Soma: seja S o vetor soma. Entdo
S=U+V= (X1 + X2, V1 + V2,2, + 2Z3)
e Produto de um numero real por um vetor:
ki = (k*x, k*y,, k*z)

o Vetor definido por dois pontos: sejam os pontos A(xA,yA,zA) e

B(xg,Vg, zg) do espago. Entdo:AB = (Xg — X4,V — Va,Zg — Zy).

2.5. CALCULO DA NORMA DE UM VETOR

Dado um vetor ¥ = x7 + yJ + zk do espago, sua norma, denotada por || 7|

pode ser calculada pela expresséoy | U] = /x2 + y? + z2.

Demonstracao: para demonstrar essa formula, utilizaremos inicialmente um

vetor i = (x, v, 0) no plano xy, como ilustrado na Figura 28.

A G

H

=i

X T

B

Figura 28 - Norma de um vetor parte 1. Fonte: elaborada pela autora.

Observando o triangulo ABD, como ilustrado na Figura 29, temos pelo

Teorema de Pitagoras que

[0l = x% + y2 = |lull = yx* + y?
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Figura 29 - Norma de um vetor parte 2. Fonte: elaborada pela autora.

Aplicando novamente o Teorema de Pitagoras, agora no triangulo BDF, como

ilustrado na Figura 30, segue que

1917 = IIEl* + 2° = [19]1* = 2% + y* + 2% = [|5]] = yx2 + y? + 2

F

B

Figura 30 - Norma de um vetor parte 3. Fonte: elaborada pela autora.
2.6. CALCULO DO VERSOR DE UM VETOR

Seja 1 o versor de um vetor v, entdo:

1
*
171

—
u =

~ 1, . .
Demonstragao: como Ty & um numero real positivo, temos que U e
v

U possuem a mesma direcdo e o mesmo sentido. Falta entdo mostrar que o vetor U é
unitario. Seja U = (x,y,2) , temos que
1

u= *(x,y,2) =
Jx2+y% + 22

=> U= , , =
VX2 +y2 422 Jx2 +y? + 22 \[x2 +y? + 22
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2 2 2
Tl ( i )+( Y )+( Z );»
= =
Jx2 +y2 + 22 Jx2+y2 + 22 Jx2 +y2 + 22

x? + y? + 72
x2+y2+z2

lll =

Logo, o vetor 1 é unitario e possui a mesma diregdo e sentido de U, ou seja, U

- —
€ um versor de V.

2.7. CALCULO DO ANGULO ENTRE DOIS VETORES
Sejam trés pontos do espacgo O, A e B tais que U = OAe? = ﬁ, 0 angulo

B entre U e v é definido como o menor angulo formado pelas semirretas OA e OB.

Figura 31 - Angulo entre dois vetores. Fonte: elaborado pela autora.

Da forma como € definido, temos que:

e 0060 <180°.

e Sef =0, entdo U e U possuem a mesma diregdo e sentido.

1] v

> >

c
=0
Figura 32 - Angulo entre vetores (6=0). Fonte: elaborada pela autora.
e Sef = 180°, entdo U e U possuem a mesma direcdo e sentidos

opostos.

f# = 180°
i L >

Figura 33 - Angulo entre vetores (6=180°). Fonte: elaborada pela autora.

=1
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O calculo do angulo entre dois vetores il = (x1,¥1,21) e UV = (X2, V2,25),

€ dado pela formula

X1 %X ¥ V1 %Y T 21 %2,
[l = [1v]]
Demonstracao: vamos utilizar a Lei dos Cossenos no triangulo ABO da
Figura 34.

cosf =

Figura 34 - Demonstragdo da formula do &ngulo entre dois vetores. Fonte: elaborada pela autora.

Temos entdo que

17 — 1% = [I[Wll* + 19]1* — 2 = ||| * [|D]] x cos & (1)

Como |i — || = \/ (¥ — X2)% + (1 — ¥2)? + (21 — 2,)? , entdio:

U — V)1 = (x; — %)% + (v — ¥2)° + (21 — 22)° =

=X AV A 2 A X Yt 2t — 2k (X kX F Yy K Yo+ 2y ¥ 25) =

= [[dl1? + D117 = 2 % (x1 * X2 + ¥y ¥ Yo + 2y * Z;)
Igualando essa ultima expressao a equacao (1), temos que

[@]|> + |D]17 = 2 = [[ull = [|D]] * cos @ = ||[ull> + |D||> =2+ (xcy * x5 + Yy * Yy + 21 #2,) =
= =2 |[U]| * |[V]l ¥ cosO = =2 % (xy * Xy + Y, ¥V, + 2, ¥25) =
= |[Ull * |Vl * cosO =xy x x5 + Yy, x Y, + 2, %2, =

X1 *¥Xp + Y1 ¥V + 71 *2Z3
]| * [|7]]

= cosf =
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2.8. PRODUTO ESCALAR

Chama-se produto escalar, ou produto interno, vetores U = (x4,¥1,2;) €

U = (x9,Y¥2,Z,) e angulo 8 entre eles, o nimero < U, U > dado por

<UT>= 0, seu=0 ouﬁ;:ﬁ ~ 2
||t = ||¥|| # cos@,seti=0ev#0
Da férmula do angulo entre dois vetores temos que
Xy *Xp ¥ V1 %Y 21 %2,
1]l = [Vl

= [|U]] * ||V]l *cosO =xy xx, +y, xy, + 2, %2, (3)

cosf =

Substituindo (3) em (2), podemos reescrever a definicdo como

0, seu=0o0uv=0

<UV>= .
X1*¥X+ Y, *y, +2Z1%Z3,5e u0 e v+0

Da mesma forma, a formula do angulo entre dois vetores pode ser reescrita

como

<u,v>

cosf = ——
[[2]] = [[v]]

2.8.1. PROPRIEDADES DO PRODUTO ESCALAR
O produto escalar entre dois vetores possui as seguintes propriedades:
e Comutativa: < U,V >=< 7D, U >
e Distributiva: < U, V+ W >=<U,¥v > +< U, W >

e Seja kum numeroreal: < kU, v >= k< u,v >=< u, kv >

—

— — - — g — —_— — L .
e Se<u,v>=0, entGlo u=00u v =0 ou U e V sdo ortogonais

(6=90°).

2.9. PROJECAO DE UM VETOR

Sejam os vetores U e ¥, ndo nulos, e 6 o angulo entre eles. A projecdo de U

sobre U é o vetor W, da Figura 35 quando 0° < 6 < 90° e o W da Figura 36, quando

90°< B =180°.



A
|
o
|
|
¢ B
Pt
(0] W B v

Figura 35 - Projecdo no caso em que 0 = 6 = 90°. Fonte: elaborada pela autora.

A.F

B’ W ol v >

Figura 36 - Projecdo no caso em que 90°< 6 =180°. Fonte: elaborada pela autora.

Para determinarmos uma expressdo para W vamos, inicialmente utilizado o

triangulo ABO da Figura 35. Temos que

Por outro lado, do triangulo AB'O’ da Figura 36, temos que

il

I
o _ = —
cos(180° — 0) T (5)
Como cos(180° — 8) = — cos 6, temos da expresséo (5) que
_ Il
cosf = I (6)

Como ||[W|| > 0 e ||u]| > 0, entdo podemos resumir as expressdes (4) e (6)

Substituindo a formula de cos 8 em (7), temos

<UV>

_ Wl l<uysl Wl W] = |<u,v>|
llall=lIwll

=1z = (8)
Il lli=lwll ] vl




Como W e ¥ sdo colineares, temos que
w=kxv= Wl = k|7 9)
Substituindo (8) em (9), temos
|<u,v > <U,v>
171 19112
Assim, temos a expressdo para determinar a projecdo de U sobre v:

—
. - <Uu,v > R
projzu = w = (W)*U

= Ikl * I = k =

Quando ¥ é unitario, temos que
. — — = —» . = — >
pProjzu =< U,V >x v = ||projzull = |< u,v >|
Isso significa que o mdédulo do produto escalar entre os vetores U e U, quando
U é unitario, pode ser interpretado geometricamente como sendo a norma da projecdo

de 1 sobre V.

2.10. PRODUTO VETORIAL

Dados os vetores U = (x;,V;,2;) e U = (X5, V>, Z,), tomados nessa ordem,

chama-se produto vetorial dos vetores U e U e denota-se por U X U o vetor

—

UXV =y *23— 23 * V)T + (X1 * 23 — 2 % %)] + (X1 ¥ Y, — y1 * X))k

O que € equivalente a:

T ] k
— -
UXV=1x, Yy 74
X2 Y2 Zp

Para essa operacdo, ndo € valida a propriedade comutativa. Na verdade,
U X U = —VU X U. Porém sdo validas as propriedades apresentadas a seguir.
2.10.1. PROPRIEDADES DO PRODUTO VETORIAL
o Distributiva:d X (V+ W) = U XU+ U X W.
e Uxi=0.
e Seja kum numero real, (ki) X U = k(U X V)

—

— — - — = —3 — —* -~ i
e UXV=0se esomentese,u = 0ouv = 0ouu eV sdocolineares.
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2.10.2. INTERPRETACAO GEOMETRICA DO PRODUTO
VETORIAL

O produto vetorial entre dois vetores U e ¥ tem como resultado um vetor
. — —
simultaneamente ortogonal a u e v.

A

=1

X

=l
cl

sl
®
<l
<

)
Figura 37 - Produto vetorial. Fonte: elaborada pela autora.

2.10.3. NORMA DO PRODUTO VETORIAL
Anorma do produto vetorial dos vetores U e ¥ € igual a area do paralelogramo
determinado por esses vetores.

lu X V|| = ||v x || = AREAagcp

=1

A - >/ B
]

Figura 38 - Norma do produto vetorial. Fonte: elaborada pela autora.

2.11.PRODUTO MISTO
Dados os vetores U = (X{,Vy,21), U= (X3,¥5,2,) € W = (x3,V3,23),
tomados nessa ordem, chama-se produto misto dos vetores 1 , ¥ e W e denota-se por
(U, U, W), o numero real
(U, 79,W) =<u,vXW>

O que € equivalente a:
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X1 Y, Z1
(u,v,w)=1|X2 Y, 22
X3 Y3 Z3

2.11.1. PROPRIEDADE DO PRODUTO MISTO
e (U, V,W) = 0se um dos vetores é nulo, se dois deles s&o colineares
ou se os trés sao coplanares.
e O produto misto independe da ordem circular dos vetores
(u,v,w) = (¥,w,u) = (W,u,7)
e Decorre da propriedade anterior que as operagdes de produto vetorial
e escalar, em um produto misto, podem permutar:

<UVXW>S=<UXD,W>

2.11.2. MODULO DO PRODUTO MISTO

O médulo do produto misto (U, ¥, W) é igual ao volume do paralelepipedo
. -~ . — — —_—
cujas arestas sdo determinadas pelos vetores U ,ve w.

V=|(uvw)

=l

=

<|
Fa

Figura 39 - Médulo do produto misto. Fonte: elaborada pela autora.
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3. PROPOSTAS DE ATIVIDADES

Neste capitulo serdo apresentados alguns exercicios do ensino médio que

podem ser resolvidos alternativamente utilizando os conceitos de vetores,
apresentados no capitulo anterior. Em cada um deles, sera exibida uma resolugao
tradicional, sem utilizar vetores e na sequéncia a resolugao alternativa. As resolugdes
alternativas n&o necessariamente sao mais simples que as tradicionais. A ideia €
mostrar que o ensino de vetores pode ocorrer no ensino medio, acrescentando mais
uma ferramenta matematica ao conhecimento dos alunos, como discutido na

introducéo.

Exercicio 1: Determine o ponto médio do segmento AB, em que A(3,7) e

B(5,-1) sdo pontos do plano cartesiano.

Resolucao tradicional:
Vamos considerar que M € um ponto da reta que passa por A e B. Essa reta

tera equacgao geral

x y 1
3 7 1/=0=28x+2y—-38=0
5 -1 1
Isolando y, temos que y = —4x + 19. Entdo podemos escrever M como:

M(x,-4x+19). Como M € o ponto médio entre A e B, entdo a distadnciaentre Ae M é

igual a distancia entre B e M. Assim, temos que

Ja =32+ (—4x+19-7)2=/(x =52+ (—4x + 19+ 1)2 >

= Jx2 — 6x + 9 + 16x2 — 96x + 144 = \/x2 — 10x + 25 + 16x2 — 160x + 400 =
= 17x% —102x + 153 = 17x% — 170x + 425 =
=>68x=272=>x=4
Logo, M tem coordenadas 4 e —4 * 4 + 19 = 3. Portanto, M(4,3).

Resolucao usando vetores:
Seja M(x,y), entdo os vetores AM = (x—-3,y—7)e BM = (5—x,—-1-
y) séo iguais. Logo

x—3=5—-—x=2>x=4e
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y—7=—-1—-y=>y=3
Portanto, M(4,3).

Exercicio 2: Duas fazendas F e G estdo localizadas proximas a duas rodovias
que se cortam perpendicularmente. Um engenheiro querendo construir uma nova
estrada ligando as duas fazendas, usou o plano cartesiano para representar o
problema, considerando as estradas como os eixos x e y e as fazendas como os

pontos F(3,7) e G(6,4). Qual é a menor distancia entre essas duas fazendas?

E_

(%]

0 1 2 3 4 5 B 7

Figura 40 - Exercicio 2 - Figura do GeoGebra

Resolucao tradicional:
A menor distancia entre dois pontos quaisquer A(xa,ya) € B(xs,ys) € dada pela

formula

d(A,B) = \/(xg — x2)% + (V5 — Ya)?.

Logo, a distancia entre as fazendas sera:

d(F,G) = /(6 —3)2+ (4—1)2 =18 = 3V2.

Resolucao usando vetores:

A distancia procurada € a norma do vetor FG dado por:
FG=G-F=(6-34—1)=(33)

Entdo a distancia sera dada por

|IFG|| = V32 +32 = V18 = 3V2.
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Exercicio 3: Verifique se os pontos A(71,3), B(3,-1) e C(-2,9) s&o colineares.

Resolucao tradicional:
Vamos inicialmente determinar a reta que passa por A e B e depois verificar

se o ponto C pertence a essa reta. Determinando a equacao geral da reta, temos

x y 1
1 3 1|=0=4x+2y—-10=0
3 -1 1

Substituindo as coordenadas de C nessa equagao, temos
4%(=2)+2%*9—-10=-8+18—-10=0
Logo, C pertence a reta que passa por A € B e, portanto, os pontos s&o
colineares.
Resolucao usando vetores:
Vamos verificar se os vetores AB e BC sdo paralelos. Em caso positivo, os

pontos sao colineares. Temos que
AB=(3-1,-1-3)=(2,-4)
BC=(-2-39+1) = (-5,10)

—_—

—_—
Como BC = — o * AB, os vetores sdo paralelos e, portanto, os pontos sdo

[\8]

colineares.

Exercicio 4: Determine a area do tridangulo que possui vértices nos pontos
A(2,1), B(-1,0) e C(0,3) do plano cartesiano.

-1 0 i 2 3

Figura 41 - Exercicio 4 - Figura do GeoGebra.
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Resolucao tradicional:
Vamos determinar o valor dos lados do tridngulo, para isso temos que calcular

as distancias entre os pontos Ae B,Ae Ce Ce B.

AB=(-1-2)2+(0-1)2=+10

AC=(0-2)2+(3B-1)2=V8=2V2

BC=+(0+1)24+(3-0)2=+10

Logo, ABC € um tridngulo isdsceles de base AC.

Figura 42 - Exercicio 4 - tridngulo isésceles - Fonte: Elaborada pela autora

Calculando sua altura h, temos que
(V10)2=h? + (V2)? > h=V8=2V2
Assim, a area é

2222

4u.a.
> u.a

Area =

Resolucao usando vetores:

A area procurada é metade da area do paralelogramo determinada pelos
vetores BA e BC. Sendo
BA=2+11-0)=(31)
BC=(0+13-0)=(1,3)
A area do paralelogramo é a norma do produto vetorial entre os vetores

Eﬁf e R: Calculando esse produto, temos
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B A A
BAxBC=|3 1 o|=8k=(0,08)
1 3 0
Entdo, a area do triangulo sera
; V02 + 02 + 82
Area = =4 u.aq.

2

Exercicio 5: Determine a area do quadrilatero que possui vértices nos pontos
A(1,1), B(4,-3), C(4,1) e D(7,-3) do plano cartesiano.

A C
1- \ \
1 : 3 4 :

=]
L

Figura 43 - Exercicio 1 - Imagem do GeoGebra

Resolucao tradicional:

Vamos inicialmente calcular os lados do quadrilatero:

AB=(4-1)2+(-3-1)2=vV25=5

AC=(4-1)2+(1-1)2=vV9=3

BD =/(7—4)2+(-3+3)2=/9=3

CD=+/(7-4)?%+(-3-1)2=V25=5
Observamos que os lados opostos sao congruentes, logo se trata de um
paralelogramo. Observamos também que a diagonal BC ¢é paralela ao eixo y e o lado
BD € paralelo ao eixo x. Logo, esses segmentos, assim como 0s eixos, sao

perpendiculares. Entdo BC é a altura do paralelogramo, enquanto BD € sua base.

Calculando BC temos:

BC={J(#-4)2+(1+4)2=V16=14
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Como a area do paralelogramo é o produto de sua base por sua altura, temos
que a area € igual a

Area =3 %4 =12

Resolucao usando vetores:
Apds chegarmos a conclusdao que se trata de um paralelogramo podemos

calcular a area por meio do produto vetorial dos vetores Eﬁl) e BD:
BA=A—-B=(1-41+3)=(-34)
BD=D—-B=(7—-4-3+3)=(30)

=

—_— —_— t
BA X BD = |_3

3

12k = (0,0,12)

O B~y
o O =
Il

Area = |BAx BD|| = 02 + 0% + 122 = 12
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4. CONCLUSAO

Ao refletir sobre a jornada de aprendizado de vetores e sua integracdo ao
curriculo do ensino médio, € evidente que a incorporagao dessa abordagem pode
oferecer beneficios consideraveis. A introducao de vetores ndo apenas complementa
os meétodos de ensino tradicionais, mas também proporciona aos alunos uma
ferramenta adicional para compreender conceitos geométricos e algébricos de
maneira mais integrada e aplicada.

Embora a implementacao de vetores possa inicialmente parecer desafiadora,
tanto para educadores quanto para estudantes, os exemplos apresentados nas
atividades sugeridas demonstram como sua aplicacdo pode simplificar e elucidar
problemas matematicos complexos. Por exemplo, calcular o ponto médio de um
segmento ou determinar a menor distancia entre dois pontos sdo tarefas que se
beneficiam diretamente da compreensédo de vetores, oferecendo aos alunos uma
visdo mais concreta e pratica da matematica.

No entanto, € importante reconhecer que a eficacia desta abordagem
depende significativamente da disposicao e do preparo dos professores para integrar
novos conteudos de forma eficaz. Além disso, a adapta¢ao dos curriculos deve ser
feita de maneira cuidadosa, considerando os diferentes ritmos de aprendizado dos
alunos e a necessidade de uma base solida em conceitos matematicos basicos antes
de introduzir topicos mais avancados.

Em conclusdo, a inclusdo de vetores no ensino meéedio representa uma
oportunidade valiosa para enriquecer o curriculo, estimular o interesse dos alunos e
melhorar a compreensao matematica. No entanto, é crucial que essa integracao seja
acompanhada de suporte adequado para educadores e um planejamento curricular
bem estruturado, garantindo que todos os alunos possam se beneficiar desta
ferramenta poderosa sem se sentirem sobrecarregados. Assim, a introducao de
vetores no ensino médio pode ser uma evolugao positiva, desde que implementada

com consideragao e cuidado.
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