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RESUMO

Este trabalho propde o ensino de probabilidade utilizando o jogo de truco como
contexto. Os objetos matematicos aqui tratados sdo a analise combinatoria e a
probabilidade, bem como as regras do jogo de truco também séo explicadas e, entéo,
séo estabelecidos alguns cenarios possiveis de ocorrer num jogo de truco entre dois
jogadores quando estes jogam com cartas viradas. Sendo o truco um jogo no qual as
decisdes ndo sdo tomadas, necessariamente, racionalmente, mas, muitas vezes,
dependem do perfil psicolégico do jogador, para possibilitar a confeccdo desse
trabalho particularizamos algumas situacdes que sao livres no jogo real como, por
exemplo, inviabilizamos o repique.

Nos cenarios considerados, calculamos as probabilidades de vitéria de cada jogador
nos casos de um ou outro ser ‘0 mao”. Comparamos 0s resultados obtidos com
agueles esperados por um jogador de truco e, assim, pudemos refletir sobre a
relevancia de conhecimentos de probabilidade para a vitéria no jogo de truco ou para
a tomada de decisdo ap6s a acdo do adversario. E finalmente, propomos alguns
exercicios tedricos de probabilidade no contexto do jogo de truco, os quais ndo sdo
encontrados em materiais utilizados pelos alunos de ensino médio, uma vez que, nos
materiais disponiveis encontramos, no maximo, exercicios associados ao céalculo de
probabilidades associadas a extracdo de cartas do baralho e ndo ao calculo de

probabilidades associadas a jogos de cartas de baralho.

Palavras-chave: ensino de matematica por meio de jogos, analise combinatéria,

probabilidade, jogo de truco.






PROBABILITY TEACHING BY MEANS OF “TRUCO” GAME

ABSTRACT

The purpose of this essay is the teaching of probability by using of Truco, a trick-taking
card game, as a background. The mathematical objects handled here are
combinatorial analysis and probability, just as the game rules are explained and, then,
are set some possible scenarios that may occur in one game between two players
when they play with face-up cards. As the truco is a game in which players make
decisions not necessarily in a rational manner, but, quite often, it depends more on the
player’s psychological profile, we specify some situations that are free in the real game.
It allows the making of this research, for instance, we preclude the “repique”.

In the situations considered, we calculated the winning probabilities for each one of the
players, in cases of one or other being the “hand”. Comparing the obtained results with
the expected ones, we could think about the relevance of knowledge in probability to
win the truco game or make a decision after the opponent’s action. Then, at last, we
propose some probability tabletop exercises in the context of the game. This kind of
activity is not found in any other regular material, used by high-school students, since
in these available supplies we may only find, at most, exercises linked to the calculation
of probabilities associated with the removal of the cards from the deck, and not with
deck card games itself.

Keywords: mathematics teaching by means of games, combinatorial analysis,

probability, “truco” game.
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INTRODUCAO

Licenciei-me em Fisica pelo Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo e,
atualmente, sou professora de Matematica do Ensino Médio e aluna do Mestrado
Profissional em Matematica (PROFMAT) no Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e

Tecnologia de Sao Paulo, Campus Sao Paulo.

Ao iniciar o mestrado profissional, j& havia estabelecido o objetivo de trabalhar com a
abordagem da probabilidade como objeto matematico, entretanto, ainda ndo havia
definido o que explorar e como trabalhar com este tépico. Entdo, durante uma das
minhas aulas sobre probabilidades, para uma turma de 2° ano do Ensino Médio, um
aluno me questionou sobre algo surpreendente: A probabilidade de ocorréncia de
determinado evento num jogo de truco. Mais precisamente, “qual seria a probabilidade
de, num jogo de truco, um jogador ter o ‘zap’?” Nao o respondi de imediato porque eu
nunca havia jogado truco, tampouco conhecia suas regras. Contudo, naquele

momento eu pude identificar, entdo, o contexto no qual trabalharia a probabilidade.

Portanto, neste trabalho, proponho o ensino da probabilidade, por meio do contexto
do jogo de truco, visando a possibilidade da introducédo, de forma mais dindmica, ao
estudo do objeto matematico escolhido. Ademais, evidenciando a relevancia da

pratica matematica no cotidiano dos alunos.

Neste trabalho, fizemos uma revisdo bibliografica de alguns outros trabalhos que
propdem o ensino de um objeto matematico utilizando algum jogo como ferramenta,
concentrando-se nos textos que fazem analise da utilizacdo do jogo de péquer ou de
truco. Além disso, contextualizamos historicamente a origem do estudo da
probabilidade, descrevemos as regras do jogo de truco, fixamos alguns cenarios
possiveis de maos, para dois jogadores que jogam com cartas viradas, e calculamos

as probabilidades de vitéria nos casos de um ou outro ser o mao.

No plano supracitado, a fim de facilitar esses calculos, inviabilizamos o repique,
disponibilizamos algumas questdes sobre probabilidade que utilizam o jogo de truco

como contexto.
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Tais atividades poderdo ser propostas a alunos do Ensino Médio, uma vez que, 0S
exercicios que ja existem nos materiais destinados ao Ensino Médio solicitam, no
maximo, o calculo de probabilidades associadas a extracdo de cartas de baralho ou

lancamentos de dados.

Ao final, concluimos uma possibilidade real de ensinar probabilidade utilizando como
contexto o jogo de truco e que, conhecimentos de probabilidade confirmam a intuicdo

de um jogador leigo em probabilidade acerca de qual a vitoria mais provavel.
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1 OBJETIVO GERAL

O objetivo deste trabalho € inserir no ensino da Matematica, mais especificamente no
topico de probabilidade, o prazer, a disposi¢cdo, a motivacdo pessoal e o respeito as
regras que as pessoas costumam ter em relacdo a jogos, esta pratica na educacgéao é
conhecida como gamificagdo. Entéo, a partir disso, poder refletir acerca da aplicagédo
desses conhecimentos como possiveis vantagens ao, por exemplo, tomar decisées
num jogo de truco. Isto €, um jogador com conhecimentos de probabilidade teria maior

chance de ganhar?

Ainda que se trate de um estudo apenas tedrico do tema, este trabalho objetiva trazer
uma discussao comum de como a Matemética pode ser ensinada através dos jogos e
seu aprendizado estar conectado ao convivio social e ao cotidiano dos alunos, sendo
estes, nesse caso, jogadores. Portanto, este trabalho visa utilizar essa ferramenta
didatica de ensino para estudar o objeto matematico probabilidade num contexto de

jogo.

1.1 Objetivos especificos

Conforme exposto anteriormente, ao longo deste trabalho responderemos a pergunta
que nos motivou a realizar esta pesquisa: “Qual é a probabilidade de um jogador de
truco obter o zap?”. Além disso, calcularemos as probabilidades de vitérias para
alguns jogos e, a partir desses célculos, esperamos que o0s alunos sejam capazes de
verificar outras probabilidades, em outros cenarios, ja que sdo muitos. Ao final,
disponibilizaremos algumas questbes inéditas que podem ser feitas acerca do tema.
Sobre estas, refletimos sobre o porqué de ndo termos questdes de probabilidade
associadas ao truco em avaliacbes voltadas para o ensino médio, como nos
vestibulares e no Exame Nacional de Ensino Médio (ENEM). Assim, concluimos que
€ um contexto que exige, no minimo, algum tempo de apropriacdo, 0 que nao é

disponibilizado em tais circunstancias.
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2 O REFERENCIAL TEORICO

O objetivo desse trabalho é o ensino da probabilidade, utilizando o jogo de truco como
contexto. Dentre os trabalhos que revisamos, ndo encontramos nada exatamente
nessa linha. No entanto, encontramos alguns trabalhos que pudemos de alguma

forma conectar ao nosso objeto de pesquisa.

Seguindo por essa linha, no livro “O jogo e a matematica no contexto da sala de aula”,
Grando (2004), ressalta o prazer que criancas tém por jogos, pelo ladico, e o
compromisso gque tém nesse contexto pelo cumprimento de regras. Esse cenario é
muito propicio ao ensino de matematica, pois abrange de uma nova forma o interesse

pelo aprendizado.

A autora demonstra ciéncia da dificuldade do ensino dessa disciplina ao destacar que,
diferentemente de disciplinas da area das ciéncias da natureza, como Quimica e
Fisica, ndo ha como observar a matematica acontecendo, entdo devemos
disponibilizar estratégias que intermedeiem o abstrato e o concreto, e 0 jogo apresenta

esse papel.

Contudo, segundo a autora, os professores devem ter o cuidado ao explorar essa
ideia, atentando-se para que 0 jogo seja bem orientado quando aplicado e ter a clareza
do objetivo ao escolher essa ferramenta didatica. Tudo isso para que ela ndo seja

interpretada e utilizada como prémio por bom comportamento.

Tais exercicios/problemas/questbes podem passar a se constituir
como problema para o aluno a medida que forem problematizados ou
reformulados pelo professor e inseridos em um contexto que lhes dara
sentido. Dessa forma, ndo ficardo restritos a uma aplicacdo ou
verificacdo de conhecimentos, mas passardo a fazer parte do
processo construtivo do saber (CLEMENT e TERRAZZAN, 2011, p. 88
apud GOMES, 2014, p.3).

Ademais, GRANDO (2004, p.29) resume muito objetivamente as vantagens e
desvantagens da utilizagdo dos jogos no ensino da matemética. Apesar de considerar
gue o professor deve tratar a didatica em questdo com cuidado e organizacdo, como
foi dito acima, traz para a matematica como aprendizado uma analise da relacao entre
0 jogo e a resolucdo de problemas, evidenciando a possibilidade de definirmos
conceitos através da discussdo matematica comum que se da entre os alunos e

também entre estes e seus professores.
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Tabela 1 — Vantagens e desvantagens do ensino da Matematica por meio de jogos,

segundo Grando

VANTAGENS

(re)significado de conceitos ja aprendidos de uma forma
motivadora para o aluno;

introducdo e desenvolvimento de conceitos de dificil
compreensao;

desenvolvimento de estratégias de resolucdo de problemas
(desafio dos jogos);

aprender a tomar decisfes e saber avalia-las;

significagao para conceitos aparentemente
incompreensiveis;

propicia o relacionamento das diferentes disciplinas
(interdisciplinaridade);

0 jogo requer a participagéo ativa do aluno na construcéo de
seu préprio conhecimento;

0 jogo favorece a interagdo social entre os alunos e
conscientizagdo de trabalho em grupo;

a utilizacdo dos jogos € um fator de interesse para os alunos;

dentre outras coisas, 0 jogo favorece o desenvolvimento da
criatividade, do senso critico, da participacédo, da competicao
“sadia”, da observacdo, das varias formas de uso da
linguagem e do resgate do prazer em aprender;

as atividades com jogos podem ser utlizadas para
desenvolver habilidades de que os alunos necessitam. E Uutil
no trabalho com alunos de diferentes niveis.

as atividades com jogos permitem ao professor identificar e
diagnosticar algumas dificuldades dos alunos.

DESVANTAGENS

guando os jogos sdo mal utilizados, existe o perigo de dar ao
jogo um carater puramente aleat6rio, tornando-se um
“apéndice” em sala de aula. Os alunos jogam e se sentem
motivados apenas pelo jogo, sem saber porque jogam;

0 tempo gasto com as atividades de jogo em sala de aula é
maior e, se o professor ndo estiver preparado, pode existir
um sacrificio de outros contetdos por falta de tempo;

as falsas concepcbes de que se devem ensinar todos os
conceitos através de jogos. Entdo as aulas, em geral,
transformam-se em verdadeiros cassinos, também sem
sentido algum para o aluno;

a perda da “ludicidade” do jogo pela interferéncia constante
do professor, destruindo a esséncia do jogo;

a coercao do professor, exigindo que o aluno jogue, mesmo
gue ele ndo queira, destruindo a voluntariedade pertencente
a natureza do jogo;

a dificuldade de acesso e disponibilidade de material sobre
0 uso de jogos no ensino, que possam a vir a subsidiar o
trabalho docente.

Fonte

: GRANDO, 2004, p.31-32.
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Considerando mais especificamente o ensino de probabilidade por meio de jogos,
encontramos alguns trabalhos que prop&em o ensino de probabilidade através do jogo
de pdquer, o qual, diferentemente do truco que é caracterizado como um jogo de azar,

€ caracterizado como um esporte da mente, assim como o xadrez.

Em seu artigo, THEBAS et al (2015), utilizam o péquer como ferramenta pedagdgica,
pois os autores acreditam que um cidaddo com raciocinio légico bem desenvolvido
tem vantagem em diversas situacdes, tais como: interpretar melhor o comportamento
das pessoas, analisar riscos, decidir critica e cautelosamente, entre outros. Segundo
eles, em posse dos conhecimentos em probabilidade podemos decidir mais
assertivamente diante da possibilidade de ocorréncia ou ndo de um evento e, mais
notadamente, propuseram ensinar através do poéquer: a metodologia adotada foi uma
sequéncia didatica que o utilizava como “pano de fundo” para o ensino da

probabilidade.

Na mesma perspectiva, em seu trabalho de conclusdo de curso, “A matemética do
poker”, POLESI (2017) prop6s o ensino de probabilidade através do jogo de pbéquer.
Inicialmente, o autor objetiva apenas utilizar o jogo como ferramenta didatica, porém,
a medida que ocorre o desenvolvimento do trabalho, surpreende-se com fatores
importantes e favoraveis ao meio escolar como o desenvolvimento de estratégias para
resolucado de problemas, por exemplo, bem como o aprendizado para tomada de
decisbes, a experiéncia para saber avalia-las, interacdo social e desenvolvimento de

habilidades cognitivas e psicoldgicas.

Outrossim, neste trabalho, propomos utilizar o jogo de truco como contexto para o
ensino de probabilidade, como também verificarmos se conhecimentos de
probabilidade podem favorecer a tomada das decisdes que levara um jogador a vitoria
e, ainda, se célculos probabilisticos confirmam a “intuicdo” do jogador em relacdo ao

resultado final do jogo.

Entdo, diante dos resultados obtidos, talvez devéssemos atentar os alunos para o
Obvio: conteddos matematicos aprendidos na escola podem e devem ser aplicados
fora dela. A partir disso, incentiva-los a, assim como no jogo de truco faz-se necessaria
a tomada de algumas decisdes baseadas em conhecimentos de probabilidade, seguir

raciocinio semelhante ante alguns problemas em seu cotidiano.
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Embora n&o tenhamos encontrado material que propusesse o ensino de probabilidade
através do jogo de truco, atribuimos a auséncia de pesquisa a complexidade e
subjetividade do assunto. Ainda assim, o artigo “O ensino da analise combinatéria e o
jogo de truco: uma articulagao possivel’, Gomes et al. (2014), propde uma atividade
que objetiva 0 ensino da analise combinatéria utilizando a metodologia de resolugéo
de problemas no contexto do jogo de truco. Apesar de ter sido o Unico trabalho que
localizamos a propor algo nessa linha, nele sdo estabelecidos cenarios a partir dos
quais deve-se estudar analise combinatéria. Gomes et al. (2014) ndo explica o porqué
de trabalhar com cenarios pré-definidos, mas, temos por hipétese que, a escolha de
cenarios pré-definidos tenha sido devido ao fato de que o numero possibilidades é
muito grande. Por essa razdo, neste trabalho também optamos por trabalhar com

cenarios pré-definidos.
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3 A HISTORIA DA PROBABILIDADE

Em THEBAS et al (2015) e VIALI (2008), encontramos que o estudo da probabilidade
surgiu na Idade Média, com teorias sobre jogos e apostas. De acordo com os autores,
0s precursores da teoria da probabilidade foram os italianos Gerénimo Cardano (1501
— 1576), Galileu Galilei (1564 — 1642), Luca Pacioli (1445 — 1517) e Nicollo Tartaglia
(1499 — 1557); mais tarde, outros importantes matematicos: Blaise Pascal (1623 —
1662), Pierre de Fermat (1601 — 1665), Pierre Simon de Laplace (1749 — 1827), Carl
Friedrich Gauss (1777 — 1855) e Lenis Poisson (1781 — 1840) também colaboraram

para o desenvolvimento da teoria.

Embora n&o tenha publicado nada de original, Pacioli ficou conhecido na histéria do
desenvolvimento da teoria da probabilidade por seu trabalho Summa, publicado em
Veneza, em 1494, no qual apresenta quase integralmente o trabalho de Fibonacci.
Além disso, foi o primeiro autor que estudou problemas relacionados aos jogos de
azar e também estudou o problema dos pontos (divisdo da aposta), o qual resolve
incorretamente, tal problema vira a ser resolvido por Pascal e Fermat, iniciando o inicio

da Teoria da Probabilidade.

Tartaglia, em 1556, em sua obra General Trattato, dedicou algumas paginas aos

problemas de Pacioli, entre eles o problema dos pontos.

Um exemplo do problema dos pontos é ilustrado pela seguinte
formulacdo dada por Pascal: Um jogo equitativo termina quando um
dos jogadores vencer seis partidas. Suponha-se que por algum
motivo, o jogo tenha que ser interrompido quando o primeiro jogador
tenha vencido cinco partidas e o segundo apenas trés. Como as
apostas devem ser repartidas? Tartaglia argumentou que a divisdo
deveria ser 5:3, que ndo € correta. A solugdo correta para este
problema foi dada mais tarde por Fermat e também por Pascal. (VIALI,
2008, p. 146)

Segundo THEBAS et al (2015), o que levou Pascal a comecar o estudo da
probabilidade foi um questionamento de um amigo, o incansavel jogador Chevalier de
Méreé. Ele acreditava que a probabilidade de duas jogadas era a mesma: obter pelo
menos uma face 6 em quatro lancamentos consecutivos de um dado ou duas faces 6
em quatro lancamentos consecutivos de dois dados, porém, perdia com mais

frequéncia na segunda jogada.
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Figura 1 - Raciocinio de Chevalier de Méré

RACIOCINIO

(ERRADO) DO JOGADOR:

APOSTA 1: Prob( pelo menos 1 23 cm4 jogadas) =
4x(1/6) = 2/3
APOSTA 2: Prob( pelo menos 3 33 $ em 24 jogadas) =

24 =(1/36) = 2/3

Fonte: VICENTE, 2009 apud THEBAS et al, 2015, p. 4.

Figura 2 - Raciocinio de Fermat e Pascal

Fermat e Pascal:

aposta,

APOSTA 1: Prob( de NENHUM
APOSTA 2: Prob( de NENHUM :

Assim a APOSTA 1

s
® ¢ cm 4 jogadas ) = (5/6)! = 0.482
e ®» o cm Jd jogadas) = (35/36) = 0,509
oo o
cece e
tem probabilidade de perda de 48,2% , sendo a melhor

Fonte: VICENTE, 2009 apud THEBAS et al, 2015, p. 5.

Devemos atentar-nos que, assim como sdo importantes no processo de

ensino/aprendizagem, os erros e a analise destes contribuem para o desenvolvimento

da ciéncia.

Em sua investigacao, Pascal encontra solucao para o problema da divisédo dos pontos:

Em uma das cartas de Pascal para Fermat, eles discutem o seguinte
problema: dois jogadores disputam um jogo de trés pontos no qual
cada um fez uma aposta de 32 pistoles. Como a aposta deve ser
dividida se eles decidirem ou tiverem de interromper o jogo antes do
final? (ambos assumiam que os dois jogadores tinham habilidades
equivalentes). A solugéo proposta por Pascal, embora sem certeza, foi
analisar todas as possibilidades futuras do desenvolvimento do jogo.
Assim, ele sup6s que o primeiro jogador tenha ganhado dois pontos e
0 primeiro apenas um. Eles agora precisam disputar um ponto nessa
situagdo. Se o primeiro jogador ganha ele leva toda a aposta (as 64
moedas) e se 0 segundo ganha, cada um ter4 entdo dois pontos,
estando iguais. Caso eles parem de jogar, cada um ficara com 32
moedas. Ent&o, se o primeiro ganhar, 64 moedas serdo dele, e se ele
perder, 32 serdo dele. Logo, se eles encerrarem o jogo nas condicdes
acima, o primeiro jogador podera argumentar: “eu ja tenho garantido
32 moedas, mesmo que eu perca esta rodada, e das 32 restantes eu
tenho chances iguais de ganhar ou perder, entdo vamos dividi-las
igualmente. Assim meu prémio sera as 32 que tenho direito mais a
metade das restantes, num total de 48 moedas. O teu prémio sera de
16 moedas”. Suponha agora que o primeiro jogador tenha ganhado
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dois pontos e 0 segundo nenhum e vao disputar um ponto. A situacao
€ que, se o primeiro jogador ganha, ele leva todo o prémio e se o
segundo ganhar ele estard na condicdo que foi discutida acima, isto é,
onde o primeiro leva 48 moedas e o0 segundo apenas 16. Portanto, se
eles quiserem encerrar 0 jogo nessas condi¢cdes, o primeiro jogador
poderd argumentar que: “se eu ganhar este ponto eu levo todas as
moedas, mas se perder eu ja tenho garantido 48 moedas. Eu fico com
as 48 mais a metade das restantes, pois as chances de que cada um
ganhe este ponto séo iguais. Dessa forma, o primeiro jogador deve
ficar com 56 moedas e o segundo com as 8 restantes”. A Ultima
situacdo seria aquela em que o primeiro jogador tenha ganhado um
ponto e o segundo nenhum. Se eles seguissem e o primeiro jogador
ganhasse, eles estariam na condicdo examinada acima (56 para um 8
para o outro). Se o segundo vencer eles teriam um ponto cada um e
fariam jus a 32 moedas cada. Assim, se eles nao jogarem, o primeiro
jogador podera argumentar: “eu fico com as 32 e vamos dividir as 56
— 32 = 24 igualmente. Entdo, a minha parte sera 32 + 12 = 44”. Acima
esta o essencial sobre o que Pascal escreveu para Fermat nesta carta,
sobre este problema especifico. (VIALI, 2008, p. 148 e 149).

VIALLI (2008) afirma que a Histéria da Matematica € uma area muito bem desenvolvida,
onde encontramos muitos trabalhos entretanto, segundo o autor, na histéria da
probabilidade as pesquisas sdo escassas. Além disso, salienta que 0s poucos
trabalhos que existem na area, na maioria das vezes, fundem a teoria das

probabilidades a estatistica.

Em seu artigo “Algumas consideragdes sobre a origem da teoria da probabilidade”,
Viali (2008) traca detalhadamente um panorama da area da matematica que alguns
denominam: teoria da probabilidade, calculo de probabilidades, ou probabilidade,

separadamente da estatistica.

N&o nos surpreende que os primeiros calculos probabilisticos estejam relacionados
aos jogos, uma vez que, esses justificariam a intuicdo de jogadores, ou seja, quando
alguém faz uma aposta, toma sua decisao intuindo qual seria sua chance de ganhar.
Em seu trabalho, VIALI (2008) diz que, mais precisamente, um jogo de dados, o Tali,
em que o dado era um astralago, um osso de carneiro que se assemelhava a um
tetraedro, pois suas faces eram numeradas com 1, 3, 4 e 6, e as quatro faces nao

eram equiprovaveis.
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Figura 3 — Astralago (osso de animal)

Fonte: VIALI, 2008, p. 144

As faces maiores eram numeradas com 3 e 4 e as duas menores por
1 e 6. Alguns experimentos conduzidos chegaram a conclusao de que
as frequéncias de ocorréncias das quatro faces do osso do jogo do
Tali apresentavam os seguintes resultados:

Faces 1 3 4 6

Frequéncias 0,12 0,37 0,39 0,12
(VIALL, 2008, p. 144)

Esse jogo era praticado para apostas, previsdo do futuro, disputas e divisdo de
herancas. Embora em nossa sociedade o0s jogos de azar sejam rechacados por
algumas parcelas da populacéo, segundo Viali (2008) hé registro de que, por volta de
960, um bispo belga tenha elaborado um jogo das virtudes, na qual cada uma das 56
virtudes era atribuida a um dos possiveis resultados do lancamento de trés dados.
Entretanto, o autor ndo detalha a natureza desses dados, mas, intrigamo-nos a
respeito de como deveriam ser os trés dados para que o espaco amostral tenha 56

elementos.

Os gregos e romanos jogavam quatro astragalos; o melhor jogo consistia em quatro
faces diferentes voltadas para cima, o que denominavam jogada de Vénus, e o pior
jogo consistia em quatro faces 1 voltadas para cima, resultado denominado “os caes”.

Perguntamo-nos, entdo: serd que é dai que vem a expressao “vida de cao”?

Viali (2008) também apresenta em seu trabalho que o desenvolvimento da
probabilidade se deu a demanda requerida pelos seguros: tal pratica iniciou-se
provavelmente com comerciantes mesopotamicos e fenicios que usavam
probabilidade para calcular prémio de seguros associados a cargas de navio perdidas
por naufragios ou roubos. Segundo o autor, a pratica teve continuacdo com gregos e

romanos e, no mundo moderno com os comerciantes italianos.
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Em 1663, foi publicado o trabalho Degrees of Mortality of Mankind, o
primeiro sobre seguros de vida, por Edmond Halley (1656-1742), que
tem um cometa batizado em sua homenagem. Anteriormente,
Cardano, em 1570, fez uma tentativa de estudar matematicamente os
seguros de vida na obra De proportionibus Libri V, no entanto, sem
alcancar repercussao. Halley mostrou como determinar o prémio (a
anuidade) de um seguro em termos da esperanca de vida e da
probabilidade de sobrevida. Os seguros alcancaram o0
amadurecimento matematico com Daniel Bernoulli (1700 - 1782),
sobrinho de Jacob (James ou Jacques) Bernoulli (1654 — 1705). Hoje
o mercado esta sofisticado a ponto de absorver boa parte dos
formados na area de matematica (VIALI, 2008, p. 145).

Para termos um panorama cronologico das publicacdes acerca do estudo da
probabilidade, de acordo com Viali (2008) e Maistrov (1973), construimos trés linhas
do tempo: uma para a infancia do estudo da probabilidade, outra para sua
adolescéncia, e uma ultima para sua fase adulta. Porém, ainda devemos lembrar que
as primeiras contribuicdes acerca de probabilidade vieram dos gregos e romanos,
contribuicBes essas estariam associadas a pré-historia do estudo da probabilidade.
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Figura 4 - Linha do tempo 1: A Historia da Probabilidade (Infancia)
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Figura 6 - Linha do Tempo 3: A Histéria da Probabilidade (A Idade Adulta)
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4 OS OBJETOS MATEMATICOS

4.1 Técnicas de contagem

A analise combinatoria, segundo Paiva (2015), tem por objetivo principal conhecer
métodos de contagem que nos permitam atingir resultados mais rapidamente, haja
vista que, contar um a um, em muitas situa¢gfes, ndo é viavel. Entretanto, segundo
Batanero et al. (1997),

7

O proposito da andlise combinatéria € muito mais amplo do que
simplesmente resolver permutagdo, arranjos e problemas de
combinag&o. Em seu trabalho “Ars Conjectandi”, Bernoulli descreveu
a combinat6ria como a arte de enumerar todas as maneiras possiveis
como um determinado nimero de objetos podem ser misturados e
combinados, de modo a garantir que nao faltara qualquer resultado
possivel. Segundo Hart (1992), a andlise combinatéria é a matematica
da contagem. Ela esta preocupada com problemas que envolvem um
namero de elementos (conjuntos discretos), com 0s quais realizamos
diferentes operacdes. Algumas dessas operacdes modificam somente
a estrutura do conjunto, por exemplo, uma permutacdo de seus
elementos, enquanto, outras, a composicédo do conjunto (tirando uma
amostra). Geralmente estamos interessados em uma configuracéo
combinatoria ou composicdo do resultado de algumas dessas
operacdes. (Traduzido e adaptado de BATANERO et al., 1997, p. 239
e 240)

Entre muitos estudos em relagdo ao ensino de analise combinatodria, Batanero (1997),
evidencia que iniciar o ensino do tema ainda no Ensino Fundamental, fazendo uso da
construgdo de agrupamentos, ndo necessariamente formalizando o estudo, pode
facilitar a abordagem do assunto no Ensino Médio. Os alunos, quando nao tém

precedentes de contato com o tema, tém maior dificuldade posteriormente.

Ao trabalhar com tal assunto, é importante analisar as etapas seguidas
pelos alunos para solucionar as situagbes-problema dos
combinatérios e valorizar todos os modos de pensamento.
(BATANERO, 1997)

Nesse sentido, para aprofundarmos os métodos de estudo no tema, assim como tratar
da autonomia de um aluno em solucionar o problema matematico, compreenderemos
as probabilidades calculadas ao longo deste trabalho e conheceremos algumas

técnicas de contagem.

Explanaremos sobre elas através de algumas definicbes nas proximas secoes.
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4. 1. 1 Principio multiplicativo ou principio fundamental da
contagem (PFC)

De acordo com Morgado e Carvalho (2015):

O principio fundamental da contagem diz que se ha x modos de tomar
uma decisdo D, e, tomada a decisdo D,, h4 y modos de tomar a
decisdo D,, entdo o niumero de modos de tomar sucessivamente as
decisbes D, e D, € xy. (MORGADO e CARVALHO, 2015. p. 108)

Segundo Morgado et al (1991, p. 2), analise combinatéria € a area da Matematica na
gual podemos apresentar, frequentemente, problemas de duas naturezas em seu
estudo. Sao eles: admitir a existéncia de subconjuntos de elementos de um dado
conjunto finito e contar, ou classificar, os subconjuntos desse conjunto finito, ambos

guando satisfazem determinadas condicdes.

Ja o PFC, para Borba e Braz (2012), € uma estratégia valida, também, para problemas
gue apresentem condi¢des especificas de resolucéo, visto que, a aplicacao direta da
férmula nem sempre é a mais adequada para estes casos como, por exemplo, quando
desejamos aceitar a repeticdo de elementos. E no que se refere a esses problemas,
as autoras afirmam que o PFC é uma estratégia valida em diferentes situa¢cdes como
condicdes de ordem, de proximidade e de escolha implicita ou explicita de elementos.
Portanto, o uso de formulas, nesses casos, poderia ser um dificultador da resolucéo

de problemas combinatérios.

Sobre os conceitos aqui explorados, segundo Borba (2013, p. 4), as definicdes abaixo
sdo imprescindiveis para a aprendizagem do objeto andalise combinatéria e,

posteriormente, de probabilidade:

e Arranjo: os elementos sdo escolhidos a partir de um conjunto Unico, mas nao
necessariamente todos o0s elementos constituem as possibilidades a serem
enumeradas, neste caso a ordem dos elementos escolhidos indica possibilidades

distintas;

e Combinacao: sdo escolhidos alguns elementos de um conjunto Unico e a ordem em
gue os elementos aparecem nao indica possibilidades distintas, assim como, no

arranjo, ndo ha a obrigatoriedade de utilizacdo de todos os elementos;
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e Permutacdo: todos os elementos do conjunto dado séao utilizados em distintas

ordens.

Exemplo 4.1.1.: Considerando as 40 cartas do baralho espanhol utilizado no truco
paulista (do baralho francés tradicional com 52 cartas, inutilizam-se as cartas 8, 9 e
10), de quantas formas pode-se distribuir 4 cartas sendo uma carta para cada um de

quatro jogadores?

A distribuicdo pode se dar da seguinte maneira:
1° jogador: 40 possibilidades de carta

2° jogador: 39 possibilidades de carta

3° jogador: 38 possibilidades de carta

4° jogador: 37 possibilidades de carta

Assim, o numero de formas de efetuar essa distribuicdo €: 40 -39 - 38 - 37 = 2193360.
E importante salientar que, quando calculamos quantos agrupamentos com tais
caracteristicas teremos, pelo principio fundamental da contagem, estamos levando
em conta a ordem, portanto, contamos como eventos diferentes o 1° jogador receber
um as de paus, o 2° jogador receber um 2 de copas, o 3° jogador receber um 3 de
ouros e o0 4° jogador receber uma dama de espadas de 1° jogador receber a dama de
espadas, o 2° jogador receber o 3 de ouros, o 3° jogador receber o as de paus e 0 4°

jogador receber o 2 de copas.
4. 1. 2 Arranjo simples
Segundo Paiva(2015):

Arranjos sdo agrupamentos nos quais a ordem dos elementos é
considerada. Qualquer mudanca na ordem dos elementos distintos
altera o agrupamento. (PAIVA, 2015, p. 375)

Também podemaos resolver o exemplo anterior utilizando a férmula de arranjo simples.

Calcula-se assim:
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n!
(n—-p)V’

An’p -

onde n é o numero de elementos disponiveis e p 0 numero de

elementos a serem distribuidos no grupo.

Entdo, no exemplo 3.1.1., o nimero de maneiras de distribuir 4 cartas dentre 40 uma

para cada jogador é Ayg4 =

37 = 2193360.

40! 40! _ 40-39.38.37.36!

——=—= =40-39-38-
(40-4)! 36! 36!

4. 1.3 Combinacéo simples

MORGADO e CARVALHO enunciam combinacéo simples com um problema:

Problema das combinacdes simples: De quantos modos podemos
selecionar p objetos distintos entre n objetos distintos dados?
Cada selecdo de p objetos € chamada de uma combinacédo linear
simples de classe p dos n objetos. Assim, por exemplo, as
combinagdes simples de classe 3 dos objetos a, b, ¢, d e e séo {a, b,
c} {a, b, d}, {a, b, e}, {a, c, d}, {a, c, €}, {a, d, e}, {b, c, d}, {b, c, e}, {b,
d, e} e{c, d, e}. Representamos o0 numero de combinacdes simples de
classe p de n elementos por CZ ou Crp-
Para resolver o problema das combinac¢des simples basta notar que
selecionar p entre 0s n objetos equivale a dividir os n objetos, que sao
selecionados, e um grupo de n-p objetos, que sdo o0s nao
selecionados.
Esse é o problema de Exemplo 4 e a resposta é

p n!
= T —p)]

(MORGADO e CARVALHO, 2015, p. 115)

Exemplo 4.1.3.: No jogo de truco, conforme mencionado, utilizamos o baralho

espanhol, com 40 cartas. Assim, quantas sdo as combinacfes de trés cartas que um

jogador pode ter em maos?

Para resolvermos esse problema faremos uso de uma técnica de contagem chamada

combinacdo simples. E uma técnica que muito se assemelha a do arranjo, porém,

desconsideramos a relevancia da ordem, dividindo o nidmero de elementos calculados

no arranjo pelo numero de agrupamentos formados pelos mesmos elementos, em

diferentes ordens:
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n!
An (n—p)! n! n!
C = P = = o C = —,
P pl p! p!"(n—p)! P pl(n-p)!

onde n é o numero de
elementos disponiveis e p o nimero de elementos a serem distribuidos no grupo.

40! 40! 40-39-38-3H
Para esse exemplo, teremos: Cyg3 = 3 (20-3)! = e e

40-39-38
6

= 9880 maneiras.

E importante salientar que, das técnicas de contagem que tratamos neste trabalho,
essa € a Unica que nao da relevancia a ordem, ou seja, nao importa em qual ordem

ocorra, o que difere um agrupamento do outro sdo seus componentes.
4. 1. 4 Permutacédo simples

O conceito de permutacdo simples, assim como o de combinagcdo, também é
apresentado por MORGADO E CARVALHO por um exemplo:

Problema das permutacdes simples: De quantos modos podemos
ordenar em fila n objetos distintos?

A escolha do objeto que ocupara o primeiro lugar pode ser feita de n
modos; a escolha do objeto que ocupara o segundo lugar pode ser
feita de n-1 modos; a escolha do objeto que ocupara o terceiro lugar
pode ser feita de n-2 modos, etc...; a escolha do objeto que ocupara o
altimo lugar pode ser feita de 1 modo.

Arespostaén(n—1)(n—2) -1 =nl

Cada ordem que se da aos objetos é chamada de uma permutacao
simples dos objetos. Assim, por exemplo, as permutacdes simples das
letras a, b e ¢ sdo (abc), (acb), (bac), (bca), (cab) e (cba).

Portanto, 0 numero de permutacdes simples de n objetos distintos é
B, = n!. (MORGADO e CARVALHO, 2015, p. 114)

Exemplo 4.1.4.: Pela forma como embaralhou o mago, um jogador sabe exatamente
quais cartas seu adversario tem em maos. Sua estratégia deve depender da ordem
em que esse seu adversario utiliza tais cartas. Assim, quantas estratégias diferentes

0 jogador deve elaborar?

3! 31 3l
= = — = — = | = . . e
Py =A3; Gl o1 31=3-2-1=6formas
De forma geral, temos: P, = n!, onde n é o nimero de elementos disponiveis para

ocuparem n posicoes distintas.
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4.2 Probabilidade

De acordo com Viali (2008):

A probabilidade é o ramo da matematica que pretende modelar
fendbmenos nao deterministicos, isto €, aqueles fendbmenos nos quais
0 “acaso” representa um papel preponderante. O denominado “acaso”
€ um conjunto de forcas, em geral, ndo determinadas ou controladas,
que exerce, individual ou coletivamente, papel preponderante na
ocorréncia de diferentes resultados de um experimento ou fenémeno.
Assim, ao langcarmos uma moeda, € senso comum que 0S possiveis
resultados, exceto alguma extravagancia da natureza, sdo “cara”’ e
“coroa”. No entanto, até ser realizada a experiéncia ndo é possivel
antecipar com certeza qual dos dois possiveis resultados ira ocorrer.
Isto acontece porque os fatores que determinam um deles ndo podem
ser identificados e, caso isso ocorra, ndo sdo passiveis de controle.
(VIALL, 2008, p. 143)

4.2.1 Experimentos aleatérios
Morgado e Carvalho(2015) ressaltam:

Experiéncias que repetidas sob as mesmas condi¢cdes produzem,
geralmente, resultados diferentes, sdo chamadas de aleatérias.
(MORGADO e CARVALHO, 2015, p 136)

Por exemplo, o lancamento de um dado inUmeras vezes apresenta resultados

diferentes ndo previstos, trata-se de um experimento aleatorio.

4.2.2 Espac¢o amostral

O espaco amostral, representado pela letra (), é o conjunto de todos os resultados

possiveis de um experimento aleatério.

Exemplo 4.2.2.a.: Um dado € langcado e observa-se a face voltada para cima, 0s

resultados possiveis sdo () = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Exemplo 4.2.2.b.: No lancamento de uma moeda, os resultados possiveis da face

voltada para cima s&o: cara ou coroa. Ent&o temos () = {Cara, coroa}.
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Exemplo 4.2.2.c.: Na retirada de uma carta de um baralho espanhol, todas as

possibilidades séo todas as 40 cartas. Entdo, o numero de elementos do conjunto

espaco amostral é n({)) = 40.
Evento é todo e qualquer subconjunto do espaco amostral ().

Exemplo 4.2.2.d.: No lancamento de uma moeda, cara € um evento possivel.
4. 2. 3 Evento certo

Evento certo é aquele que certamente ocorrera. A probabilidade de um evento certo

A ocorrer é p(4) = 100% = % =1.

Exemplo 4.2.3.a.: Ocorrer face menor que 10 no lancamento de um dado

convencional.
4. 2. 4 Evento impossivel

Evento impossivel é aquele impossivel de ocorrer. A probabilidade de um evento

impossivel A ocorrer € p(A) = 0% = % = 0.

Exemplo 4.2.4.a.: Ocorrer face maior que 6 no langamento de um dado convencional.
4. 2.5 Evento possivel

Como o proprio nome diz, evento possivel € um evento com possibilidade de ocorrer.

A probabilidade de um evento possivel A ocorrer é 0% < p(4) < 100% =
0<pld)<1.

4. 2.6 Célculo de probabilidade

Definigdo classica: Suponha que um evento E possa ocorrer de h
maneiras diferentes, em um total de n modos possiveis, igualmente
provaveis. Entdo, a probabilidade de ocorréncia do evento
(denominado sucesso) € definida por
h
p = Pr{E} = ”
(SPIEGEL e STEPHENS, 2009, p. 159)



44

Neste trabalho, utilizamos a definicao classica de probabilidade porque objetivamos o
ensino da probabilidade no contexto do jogo de truco e, na retirada de uma carta do

baralho de truco, todas as cartas sdo igualmente provaveis.

Exemplo 4.2.6.a.. Na extracdo de uma carta de um baralho espanhol, qual a

probabilidade de obter uma carta numérica e menor que 5?

E: conjunto com todas as cartas do baralho espanhol

A: conjunto com as cartas numeéricas menores que 5

Entdo, temos:

E={A% 2%, 3%,4% 5%,6% 7%, ] Q% K&, A¢,2¢,3¢,4¢,5¢,69,
7¢,]9,Q00,Ke,Av,29,39,49,59,69,79, ]9, Qv, Kv, AN, 24,34,
440,50,60,74,]8,Q0,Ka}

n(E) = 40

A={2%,3%,4%,2¢,3¢,4¢,29,39,49,24, 34,44}

n(4) =12

na) _12_ 3

— — 200
n(E) 40 10 0,3 = 30%.

Assim, a probabilidade do evento A ocorrer é p(A) =
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5 0 JOGO DE TRUCO
Gomes (2014) elucida que,

O truco é um jogo de cartas, tradicional no Rio Grande do Sul, que se
originou na fronteira com os paises latinos. Ele deriva do truco
espanhol, que foi introduzido no Brasil pelo Rio Grande do Sul desde
a época da Guerra do Paraguai, quando brasileiros do sul e argentinos
se reuniam nas horas de descanso para jogar. (GOMES, 2014, p.5)

O Truco Paulista é uma variagdo do Truco Mineiro e se diferencia pela manilhat
(trunfo), que varia a cada rodada. Ele é jogado com o baralho francés de 52 cartas,
do qual removemos as cartas 8, 9 e 10, obtendo as 40 cartas necessarias para jogar.

Esse conjunto € conhecido como Baralho Espanhol.
5.1 As regras do jogo de truco

As regras do jogo de Truco Paulista detalhadas neste trabalho sdo uma coletanea
entre informacgdes obtidas em sites, livros indicados nas referéncias bibliograficas e

por jogadores de truco que nos ajudaram, esclarecendo nossas duvidas.

No jogo do Truco Paulista sdo realizadas partidas corridas, até que o jogador (ou a
dupla) obtenha 12 tentos (pontos). Em cada partida séo distribuidas trés cartas para
cada jogador. Um dos participantes sera “o mao”, isto €, o jogador responsavel por

jogar a primeira carta.

Na primeira rodada, 0 méo é o jogador a direita do jogador que distribuiu as cartas e,
a partir da segunda rodada, o mao € o jogador que ganhou a rodada anterior. As
partidas séo formadas por trés rodadas, comecadas pelo jogador mao, e em cada uma

delas, o jogador abre uma carta na mesa. Vence aquele que tiver a mais forte.

! Manilha: carta, de qualquer naipe, imediatamente maior que o vira, onde o vira é a carta virada sobre a mesa.
Exemplo: se o vira é a dama de paus, os duques ou valetes de todos os naipes serdo manilhas. E o duque de paus
serd o zap, isto €, a carta mais forte do jogo.
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5. 1.1 Forga das cartas

A forca das cartas, da maior para a menor, independente do “vira”, este é, a carta
extraida do baralho e virada sobre a mesa a partir da qual determinam-se as manilhas

é pré-fixada e apresentada na figura abaixo.

Figura 7 - Forca das cartas de paus no baralho espanhol usado no truco

32 |AKIJJ0I716]5 4
*-H-m;; 3 %la/ade &
IOR MENOR

BAL

Fonte: exterminador-patos-jogatina.webnode.com.br acessado em 10/10/2018

Nesse caso, 0s haipes hao tém importancia, pois, a for¢a das cartas independente do
vira, é igual para todos os naipes. O vencedor € o jogador ou dupla que vencer duas

das rodadas.

No truco, é fundamental ter em mente a forca das cartas, porque ela é diferente do
comum e serve para derrotar o adversario. A forca das cartas € pré-definida, mas
também variavel, em funcéo do vira, que € a carta aberta apos distribuicdo das cartas

aos jogadores.

O vira, conforme explicado anteriormente, determina as manilhas, as quais serdo as
4 cartas de maiores valores do jogo, de acordo com os naipes, em ordem decrescente:

paus, copas, espadas e ouros.

Exemplo: Se o vira € um 4, as manilhas serdo todas as quatro cartas 5 do jogo, em
ordem decrescente de pontuacdo. As manilhas sdo o 5 de paus, 0 5 de copas, 0 5 de

espadas e 0 5 de ouros, a maior carta do jogo, no caso o 5 de paus, € denominado
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5. 1. 2 Repiques

O Truco pode ser repicado, aumentando o valor das apostas. O direito do repique

sempre é do jogador desafiado.

O repique é um desafio lancado pelo jogador 1 ao adversario, o jogador 2; quando o
faz, o jogador 1 propde/desafia que a partida valha maior pontuacao.

Tabela 2: Tentos do truco

Desafio Repique N&o quero Quero
Truco 1 tento 3 tentos
Truco Seis 3 tentos 6 tentos

Seis Nove 6 tentos 9 tentos
Nove Doze 9 tentos 12 tentos

Fonte: pt.wikipedia.org/wiki/Truco_paulista acessado em 10/10/2018.

Quando o jogador 1 “truca” o jogador 2, ele o desafia propondo que a partida valha 3

tentos (pontos). As possibilidades de resposta para o jogador 2 séo:

e mandar cair (quero): a rodada passa a valer 3 tentos;
e pedir 6 (repicar): desafia o jogador 1 propondo que a rodada valha 6 tentos;

e fugir (n&o quero): ndo aceitar o desafio proposto e o jogador 1 ganha 1 tento;
Caso o jogador 2 opte por “pedir 6”, o0 jogador 1 respondera uma das trés opgoes:

e mandar cair (quero): a rodada passa a valer 6 tentos;
e pedir 9 (repicar): desafia o jogador 1 propondo que a rodada valha 9 tentos;

e fugir (n&o quero): ndo aceitar o desafio proposto e o jogador 2 ganha 3 tentos;
Se dentre as opgdes anteriores o jogador 1 “pediu 97, o jogador 2 decidira entre:

e mandar cair (quero): a rodada passa a valer 9 tentos;
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e pedir 12 (repicar): desafia o jogador 1 propondo que a rodada valha 12 tentos;

e fugir (ndo quero): ndo aceitar o desafio proposto e o jogador 1 ganha 6 tentos;

Supondo que o jogador 2 tenha se rendido a disputa e pedido 12, restara ao jogador

1 as opcoes:

e mandar cair (qQuero): a rodada passa a valer 12 tentos, isto €, a pontuagédo da
partida;

e fugir (ndo quero): ndo aceitar o desafio proposto e o jogador 2 ganha 9 tentos.
5. 1. 3 Manilhas

As manilhas (trunfos) variam conforme a carta virada do baralho no inicio de cada
partida/méo. Vira-se uma carta do baralho e deixa-se a mesma visivel no meio da
mesa, sob o baralho virado. A carta imediatamente superior a carta virada determina
as manilhas da partida em questéo. Se a carta virada for um as, as manilhas séo as
cartas com 2. Portanto, as manilhas sdo as cartas que valem mais do que todas as

outras naquela partida.

O naipe da carta virada ndo tem importancia, apenas as manilhas tem valor (peso)

para o jogo, este segue a seguinte ordem de naipes:
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Tabela 3: Valores (pesos) das manilhas

Manilha Valor para o jogo

Manilha de paus .Y.

13 pontos
(zap)
Manilha de copas ' 12 pontos
(escopeta)
Manilha de espadas Q 11 pontos
(espadilha)
Manilha de ouro ’ 10 pontos

(pica fumo)

Fonte: pt.wikipedia.org/wiki/Truco_paulista acessado em 10/10/2018.

5. 1. 4 Critérios de desempate

Quem vencer a primeira rodada possui vantagem em caso de empate nas outras

duas rodadas.

Em caso de empate na primeira rodada, o vencedor da segunda é o vencedor da

mao.
Sempre que houver empate, a vez de jogar é do jogador méo.

Em caso de empate em todas as rodadas, 0 mao sera o vencedor.
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O truco pode ser "gritado” por qualquer jogador em qualquer momento da partida, e

se nenhum jogador gritar “truco”, o valor da partida vale 1 tento.
5. 1. 5 Pontuacao para a mao

Tabela 4: Pontuacao (peso das cartas) para a mao

Carta Valor para a méo
3s 9 pontos
2s 8 pontos

Ases 7 pontos

Reis 6 pontos

Valetes 5 pontos

Damas 4 pontos
7s 3 pontos
6s 2 pontos
5s 1 ponto
4s 0

Fonte: pt.wikipedia.org/wiki/Truco_paulista acessado em 10/10/2018.
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6 A PROBABILIDADE NO JOGO DE TRUCO

Nesse capitulo, serdo estabelecidos alguns cenérios e, entdo, calcularemos a
probabilidade de um jogador vencer uma rodada dado um determinado cenério. Nao
iremos considerar as possibilidades envolvendo desafios/repiques e consideraremos
apenas rodadas entre dois jogadores, sendo o segundo jogador da mao quem sempre
jogard a menor carta, forte o suficiente para ganhar a mao ou, caso néo a possua, a

carta mais fraca que tenha em maos.

As probabilidades a serem calculadas ao longo deste trabalho serdo para um jogo que
se assemelha ao truco paulista, em que os dois jogadores jogam com cartas viradas
e, para tentar ganhar cada rodada, sempre descartam a menor carta suficiente para

isso. No caso de nao té-la em maos, descartam sua menor carta.

6. 1 Alguns cenarios

Os cenarios elencados nesse trabalho foram sugeridos por jogadores de truco: os
abordamos, solicitamos cenarios que julgavam interessantes por qualquer motivo e
0S questionamos sobre sua intuicdo acerca do vencedor da partida. Obtivemos o que

segue:

Cenério 6.1.1

Cartas do Jogador X: Ass, 24 ¢ 6%

Cartas do Jogador Y: 39, 2ék e | ¢
Vira: K
Manilhas: Ase, A¥, AN e Ae

Zap: A
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Figura 8 — Fluxograma Cenario 6.1.1 (Jogador X d& as cartas, jogador Y € o mao)

JogadorY é
0 mao

IX:2¢
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Tabela 5: Cenério 6.1.1 (Jogador X d4 as cartas, jogador Y é o mao)

Primeira rodada Segunda rodada Terceirarodada Vencedor

Jogador Y | Jogador X

Fonte: Elaborado pela autora

Legenda:
JX: Jogador X
JY: Jogador Y

. : Vencedor da rodada

Para o cenario descrito acima vemos que, sdo 6 os resultados possiveis; em 4 deles

o Jogador X vence a rodada e em 2 deles o jogador Y é quem vence. Assim, temos
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que, a probabilidade do jogador X ganhar a rodada é §=§ 0,6 = 66,6%,

enguanto a probabilidade do jogador Y ganhar a rodada é % = g = 0,3 = 33,3%.

Cenério 6.1.2

Tabela 6: Cenario 6.1.2 (Jogador Y da as cartas, jogador X € 0 méo)

Primeira rodada Segunda rodada Terceirarodada Vencedor

Jogador X | Jogador Y

Fonte: Elaborado pela autora

Ja para o cenario 6.1.2 descrito, obtivemos 6 resultados possiveis, dentre os quais,
em todos eles o Jogador Y vence a rodada, e em nenhum deles o jogador X vence a
rodada. Entdo, nesse segundo cenario, a probabilidade do jogador X ganhar a rodada

é g= 0 = 0%, enquanto a probabilidade do jogador Y ganhar a rodada é

g = 1 = 100%. Notemos que, a probabilidade de X ou Y ganhar difere dependendo

de X ou Y ser o jogador mao, mesmo X tendo o “zap”.
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Sabemos que o jogador X vence em duas situa¢des: quando ele é méo e vence ou
quando o jogador Y € méo e o jogador X vence. Calculamos assim:

Jogador X vence quando ele é mao Jogador Y é mao Jogador X vence quando Y é mao

Jogador X é mao
T 5 T 3 )
E e g ou E e § =
10 4 1 2 _
2 6 23
0.2 2_1
12 6 6 3

Obtendo que a probabilidade do jogador X vencer, dado o cenario 1, é

§=03=3&3%.

Para o jogador Y vencer, também temos as mesmas duas situacdes: ele € méo e
vence, ou o jogador X é mao e o jogador Y vence, calculamos:

Jogador Y vence quando ele é mao Jogador X é mao Jogador Y vence quando X é mao

Jogador Y é mao
7 3 7 8 )
E e g ou E e g =
12,16
26 26
2 6 8 2
—_—t—=— ==
12 12 12 3

2206 = 66,6%,

Observem que, a probabilidade de Y ganhar é 3

probabilidade esperada ja que o jogador Y ganhar € o evento complementar ao
jogador X ganhar, logo, a soma de suas probabilidades de ocorréncia € 1=100%.

Cenaério 6.2.1

Cartas do Jogador X: Ade, A¥ e 5%

Cartas do Jogador Y: A, Ae e 3 ¢
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Vira: K

Manilhas: Ade, AV, A e Ae

Zap: A

Tabela 7: Cenéario 6.2.1 (Jogador X da as cartas, jogador Y € 0 méo)

Primeira rodada Segunda rodada Terceirarodada Vencedor

Jogador Y | Jogador X

Fonte: Elaborado pela autora

Notamos que, no cenario 6.2.1, o jogador X sempre ganhara a rodada, portanto, é
impossivel que o jogador Y ganhe neste caso.
Calculemos agora as probabilidades num cenério ao qual chamei 6.2.2, idéntico ao

6.2.1, exceto pelo fato de o mao ser o jogador X.
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Cenério 6.2.2
Tabela 8: Cenério 6.2.2 (Jogador Y d& as cartas, jogador X é 0 mao)

Primeira rodada Segunda rodada Terceirarodada Vencedor

Jogador X | Jogador Y

Fonte: Elaborado pela autora

Concluimos entédo, que, para a distribuicdo jogador X com as cartas: A-Yo, Av e

5w, jogador Y com as cartas: AQ, A® e 3¢ eovira qualquer um dos quatro

K’s, temos que o jogador X sempre vencera, independentemente de ser ele ou ndo o

jogador méo, bem como, isso € independente de suas acdes e das do jogador Y.

Cenério 6.3.1

Cartas do Jogador X: Ak, AN e 49

Cartas do Jogador Y: AV, A¢® e3¢
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Vira: K

Manilhas: Ade, AV, A e Ae
Zap: A

Tabela 9: Cenério 6.3.1 (Jogador X da as cartas, jogador Y € 0 méo)

Primeira rodada Segunda rodada Terceirarodada Vencedor

Jogador Y | Jogador X

Fonte: Elaborado pela autora

Nesse cenario, 6.3.1, é certo que o jogador X ganhara a rodada e impossivel que o
jogador Y a ganhe.

Calculemos agora as probabilidades num cenério ao qual chamei 6.3.2, idéntico ao
6.3.1, exceto pelo fato de o mé&o ser o jogador X.
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Cenério 6.3.2

Tabela 10: Cenario 6.3.2 (Jogador Y d& as cartas, jogador X € o mao)

Primeira rodada Segunda rodada Terceira rodada Vencedor

Jogador X | Jogador Y

Fonte: Elaborado pela autora

Ja para o cenario 6.3.2 descrito, obtivemos 6 resultados possiveis, dentre os quais,

em 4 deles o Jogador Y vence a rodada e em 2 deles o jogador X € que vence. Entao,
a probabilidade do jogador X ganhar a rodada é % = % = 0,33 = 33, 3%, enquanto

a probabilidade do jogador Y ganhar a rodada é §=§=0,65=66,6%.

Novamente, observamos que as probabilidade de X ou Y ganhar diferem dependendo
de X ou Y ser o jogador mao: no cenario 6.3.1, quando o jogador Y era mao, era
impossivel ele ganhar; jA& no cenario 6.3.2, em que o0 jogador X € 0 mao, a

probabilidade dele ganhar é 66, 6%.

Nesse cenario, a probabilidade de X vencer é:
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Jogador X émdo  Jogador X vence quando ele é mao Jogador Y é mao
~ ~ ~ Jogador X vence quando Y é mao
1 1 1 T
= e = ou = e =
2 3 2
11 1 1
—_— _|_ —_ ]
2 3 2
1 1 4 2
f— + _ = —_— = -
6 2 6 3

Logo, a probabilidade do jogador X vencer, dado o cenario 3, é% =0,6 = 66,6%.

Engquanto, para o jogador Y, temos:

Jogador Y émao  Jogador Y vence quando ele é méao Jogador X é mao Jogador Y vence quando X é mio
T ) T i )
2 ¢ 6 ou 2 ¢ 6 -
10 14
— gt - ==
2 6 26
0 4 4 1
— + —_— T — T —
12 12 12 3

A probabilidade de Y ganhar é% =0, § = 33, §%.
Cenario 6.4.1

Cartas do Jogador X: 2¢e, AN ¢ 79

Cartas do Jogador Y: 3¢, A® e A ¢

Vira: 5

Manilhas: O, 6¥, OA ¢ 6@

Zap: O
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Tabela 11: Cenario 6.4.1 (Jogador X d& as cartas, jogador Y é o mao)

Primeira rodada Segunda rodada Terceirarodada Vencedor

Jogador Y | Jogador X

Fonte: Elaborado pela autora

Nesse cenario 6.4.1, a probabilidade que o jogador X ganhe a rodada é % = 16, 6%,

enguanto que, a probabilidade do jogador Y ganhar a rodada é 2 = 83,3%.

Calculemos as probabilidades para o cenario 6.4.2.
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Cenério 6.4.2

Tabela 12: Cenario 6.4.2 (Jogador Y da as cartas, jogador X € o0 méo)

Primeira rodada Segunda rodada Terceirarodada Vencedor
Jogador X | Jogador Y

2 - - JY

2 - - JY

7% - - JY

7% - - JY

7% x:Aa JY

Fonte: Elaborado pela autora

Novamente, nos deparamos com um cenario em que € certo que um jogador ganhara,

nesse caso, o jogador Y.

Entdo, para essa distribuicdo de cartas, a probabilidade do jogador X ganhar é:

Jogador X é mao Jogador Y é mao Jogador X vence quando Y é mio
- Jogador X vence quando ele é mido ~ T
~
= e 0 ou = e = =
2 2 6
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0 1 1 3 2
~+—=—=10,083 =8,3%.

E temos que a probabilidade do jogador Y ganhar, evento complementar ao jogador

X ganhar, é:

1 11 — —
1 EPrinbris 0,916 =91, 6%.
Cenério 6.5.1

Cartas do Jogador X: 3¢k, 34 e 49

Cartas do Jogador Y: 3¢, 29 e 5 ¢
Vira: 4
Manilhas: D&, 59, 56 e 5e

Zap: S
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Tabela 13: Cenario 6.5.1 (Jogador X da as cartas, jogador Y € o méo)

Primeira rodada Segunda rodada Terceirarodada Vencedor

Jogador Y | Jogador X

3¢ 3 - JX
3¢ 3 - JY
3¢ 3A - JX

3e 3A

Fonte: Elaborado pela autora
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Nesse cenario 6.5.1, a probabilidade que o jogador X ganhe a rodada é 13—2 = i =

25%, enquanto que, a probabilidade do jogador Y ganhar a rodada é % = % = 75%.

Calculemos as probabilidades para o cenério 6.5.2.

Cenéario 6.5.2

Tabela 14: Cenario 6.5.2 (Jogador Y d& as cartas, jogador X € o0 méo)

Primeira rodada Segunda rodada Terceirarodada Vencedor

Jogador X | Jogador Y

Fonte: Elaborado pela autora
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Mais uma vez, obtivemos que, para essa distribuicdo de cartas e, sendo o jogador X

0 mao, é impossivel que este ganhe.

Para o cenario 6.5.2, a probabilidade de X ganhar é:

Jogador X émao  Jogador X vence quando ele é miao Jogador Y é mao Jogador X vence quando Y é mao
~ [oin) ~ ~
1 0 1 1
- e - ou - e — =
2 8 2 4
1 0 11
—_ +——=
2 2 4
0 1 2 1
-4+-=—=-=10,125=12,5%.
2 8 16 8

E temos que a probabilidade do jogador Y ganhar, evento complementar ao jogador
X ganhar, é:
7

1-1=2-0,875=875%.
8 8
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7 ALGUMAS PERGUNTAS COM RESOLUCOES DE ANALISE COMBINATORIA
OU PROBABILIDADE NO JOGO DE TRUCO QUE PODERAO SER USADAS COM

ALUNOS DE ENSINO MEDIO

Diante de tudo o que foi apresentado até o presente momento, agora Somos capazes
de responder a algumas questdes sobre probabilidade no jogo de truco, as quais
podem ser aproveitadas por professores do ensino médio para proporem a seus
alunos, desde que seja preestabelecido um cenario bem delimitado para tal

abordagem.

7.1 Algumas questdes propostas
Questédo 7.1.1

Quantos séo o0s cenarios possiveis para uma mao?

Considerando os cenarios possiveis para méaos entre dois jogadores, o que as
diferencia sdo quatro decisoes:

D;: Escolher o jogador que distribuira as cartas: 2 possibilidades
D, Distribuir 3 cartas para o primeiro jogador: C40’3
Ds: Distribuir 3 cartas para o segundo jogador: C37’3

D,: Escolher a carta que sera virada — 34 possibilidades

Entdo, temos:

Jogador mao Jogador 1 Jogador 2 Vira

ZpOSSiBilidades e Cu03 € C3z73 e34possibilidades =

5 40! 37!
3!-37! 3!-34!

34 =
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4{”492Q391&38344 3;u3736¢35344

31, -37 31, - 341

2

2 .34 =

2-20-13-38-37-6-35-34 = 5220196800 cenarios

Pelo nimero tao elevado de cenarios possiveis (mais de cinco bilhées), optamos por

calcular as probabilidades em apenas alguns deles.

Questéo 7.1.2

Qual a probabilidade de um dos jogadores ter o zap em uma determinada rodada?

Neste momento, torna-se relevante lembrar que essa foi a pergunta que motivou esse
trabalho.

Ao continuarmos o raciocinio, considerando que as cartas serdo distribuidas entre
dois jogadores, o primeiro jogador a receber as cartas terd o zap, ou o segundo
jogador areceber as cartas tera o zap, os elementos desse evento serdo diferenciados

pelas seguintes decisbes, no caso em que o Jogador 1 tera o zap:

D;: Escolher uma carta, dentre as 40 possiveis, para ser o vira: 40 possibilidades
D,: Jogador 1 deve ter o zap: C3g ,
D3: Jogador 2 ndo terd o zap: C3¢ 3

No caso do Jogador 2 ter o zap, as decisbes serao:

D, : Escolher uma carta, dentre as 40 possiveis, para ser o vira: 40 possibilidades
D,: Jogador 1 ndo terd o zap: C3g 3
Ds: Jogador 2 terd o zap: C3g 5

Logo, o numero de elementos do evento é:

Jogador 1 com zap Jogador 2 sem zap Jogador 1 semzap Jogador 2 com zap
— — —~ —
40 - C3g,2 ' Cze,3 ou 40 - C3g3 ) Cz6,2 =
38! 36! 38! 36!
40 - 40 -

. + . —
2!-36! 3!-33! 3!- 350 21-34!
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3813819-37-364 36 136%:35-:34-33! 38138-37-366-—354 36 13618-35-34!

+ 40 -

40
2L 36! 31, - 33! 31, - 35! 21-341

40-19-37-6-35-34+40-38-37-6-18-35 =
200776800 + 212587200 = 413364000

Assim, a probabilidade de na distribuicdo das cartas um dos jogadores ter o zap é:

413364000

=~ 7929%.
5220196800 92%

Questéo 7.1.3

Qual a probabilidade de um dos dois jogadores ter o zap numa mao?

O evento um dos dois jogadores ter o zap huma mao é o mesmo que um dos dois
jogadores ter o zap em pelo menos uma das trés rodadas. Assim, o evento nao
admitido (evento complementar) é, nas trés rodadas, nenhum dos dois jogadores ter
0 zap.

Na questdo 7.1.2, obtivemos que a probabilidade de um dos dois jogadores ter o zap

413364000

numa rodada é ————— = 7,92%; ent4o, a probabilidade de nenhum dos dois
5220196800

ter o zap numa rodada é :

1 413364000 4806832800
5220196800 5220196800

E a probabilidade de ambos nédo terem o zap em nenhuma das trés rodadas é:

4806832800 4806832800 4806832800 _ (4806832800
5220196800 5220196800 5220196800 \5220196800
Logo, a probabilidade de um dois jogadores ter o0 zap numa mao é:
(4806832800
5220196800

=~ 92,08%

3
) ~ 78,08%

3
) ~ 100% — 78,08% = 21,92%
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CONSIDERACOES

Diante dos cenarios expostos no estudo, dos célculos de probabilidade feitos e
também baseados em Grando (2004), temos, por hipétese, que, os alunos estardo
curiosos para saber sobre as probabilidades do jogador X ou Y ganhar em outros

cenarios que nao sejam 0sS mesmos aqui apresentados.

Nesse trabalho, ndo experimentamos o ensino de probabilidade no contexto do jogo
de truco, todavia, caso o fizéssemos, esperariamos resultados semelhantes aos
obtidos por Gomes et. al (2014) quando ensinaram analise combinatoria através do
jogo de truco e, em seguida, aplicaram um questionario de “satisfacado” aos alunos e

obtiveram resultados muito positivos.

Conforme precedentes apresentados acima, o que nos motivou a propor o ensino de
probabilidade no contexto do jogo de truco foi uma pergunta feita por um aluno que
joga truco, destarte acreditamos que outros alunos com esse perfil serdo facilmente
encontrados em turmas de ensino médio. Em caso positivo, sugerimos aos
professores que, ap0s apresentarem o cenario, e antes de se iniciar o calculo das
probabilidades, questione os alunos, com o objetivo de verificar suas opinides acerca

de um possivel jogador que teria maior probabilidade de vencer.

Para cada um dos cenarios dados, perguntamos a um “truqueiro” que nao tinha
acesso aos calculos de probabilidade qual era, na opinido dele, o jogador com maior
probabilidade de vencer e, em todos 0s cenarios, esse foi certeiro a resposta,

indicando corretamente o jogador com maior probabilidade de vencer.

Mediante ao exposto, acreditamos que nosso trabalho atingiu seu objetivo, pois, uma
vez aplicado, mostrara aos alunos que os resultados probabilisticos concordam com
suas expectativas e experiéncias para 0os que as tém, e que um jogador de truco com
conhecimento de probabilidade pode tomar decisbes que favorecam sua vitéria no

jogo.
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